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  چکیده

 تطبیقی در ریاضیات یکی از مسائل مهم ،ی تحلیلی و عددیهاروش استفاده از حل معادلات دیفرانسیل با

 یهسلسلروش  مانند ؛ی عددیهااز روش برای حل معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه اول انمحقق . اکثراشدبمی

این نوع  انبرخی از محقق. نندکمیاستفاده  ی دیگرهابعضی روشو  اویلرروش  ،کوتا-رانگ ، روش تایلور

 مورد لاگرانژ روش و وتنین انترپولیشنروش  بیترک بابرخی  و نوتین انترپولیشن روش از استفاده با را معادلات

 تکنیا روش و وتنین انترپولیشن روش ترکیبی که متشکل از روش از مقاله نیا در. اند هداد قرارو بررسی  مطالعه

ثال مورد چند مو حل کارایی این روش با ارائه و شده  استفاده یبرنول لیفرانسید معادلات حل یبرا ،اشدبمی

  .گرفته استتحلیل و بررسی قرار 
های روش ترکیبی؛ روش ؛روش ایتکن غروش انترپولیشن نیوتن روش انترپولیشن لاگرانژ؛ :کلیدی هایواژه
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Abstract 

The solution of differential equations, whether through analytical or numerical 

approaches, remains a fundamental problem in applied mathematics. Various numerical 

methods, including Euler’s method, the Runge-Kutta method, and Taylor series, have 

been widely used to solve first-order ordinary differential equations. Some researchers 

have explored these equations using Newton’s interpolation method, while others have 

combined Newton’s method with Lagrange’s interpolation technique. This study 

introduces a hybrid approach that integrates Newton’s interpolation method with Aitken’s 

method to solve Bernoulli differential equations. The efficiency and accuracy of this 

hybrid method are analyzed through a series of examples, demonstrating its effectiveness 

compared to conventional numerical techniques. 
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 مقدمه

وان تمیرا مرتبه اول  (Taylor, 2021)به ویژه معادلات دیفرانسیل برنولی  مسائل از یار یبس اتیاضیر در

معادلات دیفرانسیل در این مقاله . کرد تدوین (Denis, 2020) یمعمول لیفرانسید یهمعادل لیتشک یبرا

 استفاده یدعد روش از یعدد مسائل حل یبرا. ائیمنممیمورد بررسی قرار داده و حل را  برنولی

 ,.William et al., 2017; Sinthea et al)  دیفرانسیل یهمعادلله أمس .(Dormand, 2017) ودشمی

یک  که یطور  ؛است یاضاف یهمعادل کی حداقل و لیفرانسید یهمعادل کی حداقل شامل،  (2010

در  که یبیتقر یعدد یهاحل از را آن تا دارد قیدقحل  ای یلیتحل حل نام به حل راه کیفقط   ستمیس

 روش از استفاده با در این مقاله . (Neamvonk, 2023) کند زیمتما ،میریگمی نظر در این مقاله

حل . (Salisu, 2023) است شده پرداخته یکاتیرمسأله  یبررس به لاگرانژ روش و وتنین انترپولیشن

 دهیممی مورد بررسی قرار داده نیوتن و روش لاگرانژ انترپولیشنبا استفاده از روش برنولی را معادلات 

(DinIde, 2020).   یتکننیوتن و ا انترپولیشنی هاروش که مرکب از بیترکیاستفاده از روش با همچنان 

 است. شده پرداخته برای حل معادلات دیفرانسیل مرتبه اول ،اشدبمی

 انترپولیشنکه شامل روش  تکنیک ترکیبی دیفرانسیل برنولی با استفاده ازمعادلات  حل مقاله،در این 

 که نتایج گرفته استحلیل قرار مورد بررسی و تین مثال حل چند ه ویود، با اراشمی نیوتن و روش ایتکن

 دهد.می حل دقیق آن نشان مقایسه بادر روش را  این ثریت و کارایی ؤ آن م عددی

 شکل که است یرخطیغ لیفرانسید معادله ینوع یبرنول لیفرانسید معادلهدیفرانسیل برنولی:  یهمعادل

 (Tunç et al., 2022; Ide, 2020) :است ریز صورت به آن یکل

𝑦′ + P(x)y = 𝑄(𝑥)𝑦𝑛      (1) 

یک تابع اشکار و  yدر آن  عددی حقیقی است. nهستند و  xتوابعی از  Q(x)و  P(x)در این معادله 

باشد، این معادله به یک معادله  n = 1یا  n = 0اگر  ی آن در شرایط اولیه اعداد معلوم باشد.هاقیمت

، این معادله غیر خطی است و روش خاصی nاما برای مقادیر دیگر  ؛ندکمیدیفرانسیل خطی تقلیل پیدا 

 رود.برای حل آن به کار می

، معادله به شکل nyروش حل معادله برنولی: برای حل معادله برنولی، ابتدا با تقسیم طرفین معادله بر

 ود:شمیزیر تبدیل 

𝑦′

𝑦𝑛
+

𝑃(𝑥)

𝑦𝑛−1
= 𝑄(𝑥) 

𝑣با انجام تغییر متغییر  = 𝑦1−𝑛  مشتق ،y :به صورت زیر خواهد بود 
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𝑦′ = (1 − 𝑛)𝑦−𝑛𝑣′ 

 :یدامی بدست زیر معادله اصلی، معادله در y’ و y تعویض با

𝑣′ + (1 − 𝑛)𝑃(𝑥)𝑣 = (1 − 𝑛)𝑄(𝑥) 

 از استفاده با وانتمی را این یم.یانممی حل را v آمده دست هب خطی دیفرانسیل معادله بعد، مرحله در

 ساده توابع Q(x) و P(x) اگر داد، انجام مستقیم ادغام یا هافکتور سازیپارچهیک مانند ی؛یهاروش

 باشند.

𝑣 اخیر در = 𝑦1−𝑛 تا یمیانممی تعویض دوباره را y بیاوریم. بدست را 

 فیزیک، مانند ؛علمی مختلف یهازمینه در برنولی معادلات برنولی: دیفرانسیل معادلات کاربرد

 رشد مانند، ؛متنوعی غیرخطی یهارفتار واندتمی زیرا ؛دارد کاربرد غیره و شناسیزیست مهندسی،

 کند. سازیمدل را حرارت، انتقال یا جمعیت

 هاروش تشریح

 است ممکن f که واقعیت این رغمال علی اما ؛مندیم علاقه f(x) خاص تابع یک به اغلب ما انترپولیشن:

)1x,  انتخابی نقاط در را آن دقیق قیمت تنها ما که شود تعریف ],b a[ یهاقیمت کامل انتروال یک در

)nx , … ,2x 2022( دانیم می Karpfinger, ;2024 al., et Cuevas(. 

 

 انتخابی قیمت یهانمونه در f(x) تابع گراف :1 شکل

 داشت، توانمی آن گراف کل جای به f(x) برای را هاقیمت از محدودی تعداد فقط چرا کهاین برای

 :باشد داشته وجود متعددی دلایل است ممکن
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 به تنها که است پیچیده پروسس یک نتیجه زیرا ؛باشیم نداشته f(x) برای تحلیلی فرمول ممکن -

 ،حرارت درجه) فیزیکی کمیت یک با واندتمی f(x) مثال، طور ود.شمی مشاهده تجربی صورت

 تغییر آزمایشگاهی آزمایش یک در زمان طول در که باشد داشته مطابقت غیره( و سرعت غلظت،

 نقاط در f نمونه یهاقیمت گرفتن برای گیریاندازه دستگاه یک از صریح، فرمول جای به ند.کمی

 نیم.کمی استفاده زمان در شده تعیین پیش از

 مثال طور نیست. ساده کار فرمول این ارزیابی اما ؛باشیم داشته فرمول f(x) برای ممکن یا و -

 یریم:گمی نظر در را زیر معادلات

𝑓(𝑥) = sin(𝑥) 𝑓(𝑥) یا = ln(𝑥) یا 𝑓(𝑥) =  ∫ 𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

𝑥

0

 

 برای را ساده روش واهیمخمی ما و باشد دشوار بسیار عملیه یک فرمولی چنین با f(x) ارزیابی ممکن

 قابل امروزی اندازه به کمپیوتر کهزمانی در ،واقع در بگیریم. نظر در تقریبی قیمت یک آوردن دست به

 عنوان به رفت.گمی قرار استفاده مورد همواره و بود محبوب بسیار مثلثاتی یهاجدول نبود، دسترس

 گیریم:می نظر در را زیر جدول مثال

 مثلثاتی جدول :1 جدول

 θ(Sin )θ(Cos( زاویه
… … … 

o44 0.695 0.719 

o45 0.707 0.707 

o46 0.719 0.695 

o47 0.731 0.682 

… … … 

 برای تلاش جای به که است طبیعی دریابیم، را )o44.6sin( تقریبی قیمت که شود خواسته ما از اگر

 یریم.گمی نظر در جدول از را آن تخمینی قیمت آن، تحلیلی عبارت نوشتن

 که مواردی از غیر نقاطی در f(x) قیمت به مربوط الاتؤ س به ندکمی سعی انترپولیشن یهاروش

 قیمت برای f(x*( تخمینی حل بپرسیم که است این واضح الؤ س یک دهد. پاسخ اند، شده بردارینمونه

*x همچنین در وانتمی را مشابهی الاتؤ س چیست؟ ایم کرده آوریجمع کهیینمونه هر از متفاوت 

 پرسید. x*)’’(f x*),’(f, .. مشتقات مورد در موقفی

 مطابقت شده آوریجمع نمونه یهاقیمت از تعدادی با را f(x) هموار تابع یک وانتمی چگونه کهاین

 کار این انجام برای حل راه یک از بیش که خصوص به نیست، ییساده سؤال .کرد بازسازی دارد،
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 f آن در که نقاط x برای را )nx …, ,2x ,1x( فرضا   نیم:کمی معرفی را نماد چند ابتدا، باشد. داشته وجود

2y = شکل به 2x = x در 1f(x = 1y( شکل به 1x = x در را f(x) معلوم قیمت و ودشمی بردارینمونه

)2f(x نقطه در ترتیب همین به وnx=x  شکل به )nf(x = ny  نیمکمی سعی گراف، شکل به دهد.می نشان 

 نماید: عبور زیر نقاط از f گراف که بسازیم طوری .باشد b] [a, ∈ x هک را f(x) تابع تا

)ny ,n(x , … ),2y ,2(x ),1y ,1(x 

 است: زیر قرار کار این انجام برای ممکن حل راه چند

 دهیم. می قرار iy به مساوی را f(x) و نیمکمی انتخاب را آن به ix نزدیکترین x هر برای -

 

 y و x شده داده نقاط در f(x) تابع گراف :2 شکل

 نیم:کمی انتخاب را چپ سمت قیمت ترساده طور به یا -

 

 y و x شده داده نقاط در f(x) تابع گراف :۳ شکل
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 یم:یانممی وصل مستقیم خط یک با را همجوار نقطه دو آن هر حالا -

 

 y و x شده داده نقاط در f(x) تابع گراف :4 شکل

 نماید: وصل را نقاط تمام که دریابیم را منحنی یمیانممی سعی یا -

 

 y و x شده داده نقاط در f(x) تابع گراف :5 شکل

 که هدفی یا f(x) ماهیت از دانشی داشتن بدون است، بهتر هاگزینه این از یکی کهاین مورد در بحث

 نیست. اهمیتبی شد، خواهد استفاده آن برای شده بازسازی تابع این

 مثال: عنوان به 

 «نمونه تریننزدیک انتخاب»روش توسط شده ایجاد یناپیوسته تقریب که رسید خواهد نظر به -

 ،ودشمی بردارینمونه که f(x) حقیقی تابع حال،این با ند.کینم عمل مطلوب و است نامطلوب

 یک مشتری برای را تراکنش مبلغ f(t) اگر مثال طور به .باشد پیوسته نا اندازه همان به وانستتمی

 دهد. نشان شود،می انجام t زمان در که بانک

 داشته همواری درجه مقداری است قرار حقیقی f(x) تابع که بدانیم است ممکن اوقات گاهی -

 انتظار باشد، شاهراه در حرکت حال در نقلیه یوسیله یک موقعیت f(t) اگر مثال، طور به باشد.
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 به اگر باشد. زمان پیوسته توابع )شتاب( f)‘‘(t حتی احتمالا  )سرعتt)‘(f ) و f(t) دو هر رود می

 اگر داد. خواهیم ترجیح را ییتکه خطی بازسازی باشیم، معین زمان یک در f(t) تخمین دنبال

t)‘‘(f شد. داده خواهد ترجیح ترساده روش حتی ،باشد مطلوب 

 حل به نیاز بدون np(x) تعریف برای جایگزین روش یک لاگرانژ انترپولیشن لاگرانژ: انترپولیشن روش

n(x , … ),1y ,1(x ),0y ,0(x,  شده داده نقاط n + 1 تس   برای است. معادلات قیمت گران یهاسیستم

)ny مرتبه پولینوم n لاگرانژ (x)nl , … (x),1l (x),0l یم:یانممی تعریف چنین را  Ray, & Chouhan(

 2022; Errachid, & Essanhaji 2024; Zeghdane, & Boukhelkhal 2020; al., et Junjua ;2021

)2024 UWAEZUOKE, 

𝑙𝑖(𝑥𝑗) =  {
1   𝑖 = 𝑗
0  𝑖 ≠ 𝑗

 

 است: زیر قرار آن پولینومی انترپولیشن براین،بنا

𝑃𝑛(𝑥) = 𝑦0𝑙0(𝑥) + 𝑦1𝑙1(𝑥) + ⋯ + 𝑦𝑛𝑙𝑛(𝑥) = ∑ 𝑦𝑖𝑙𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=0

 

 il(x) هر که دهیم توضیح باید فقط نداریم. نیاز خطی سیستم حل به اینجا در که باشیم داشته توجه

ix , … ,2x ,1x ,0x  ،   … ,2i+x ,1i+x-1 جذر n با n-مرتبه پولینوم یک il(x) که جاییآن از است. چگونه

nx , ،باشد: زیر شکل به باید است 

𝑙𝑖(𝑥) = 𝐶𝑖(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) … (𝑥 − 𝑥𝑖−1)(𝑥 − 𝑥𝑖+1) … (𝑥 − 𝑥𝑛) =  𝐶𝑖 ∏(𝑥 − 𝑥𝑗)

𝑗≠𝑖

 

 داریم: چنین باشد i(xil( = 1 اگر حال

1 =  𝐶𝑖 ∏(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) ⇒ 𝐶𝑖 =
1

∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)𝑗≠𝑖
𝑗≠𝑖

 

 داریم: چنین i هر برای براین،بنا

𝑙𝑖(𝑥) =
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) … (𝑥 − 𝑥𝑖−1)(𝑥 − 𝑥𝑖+1) … (𝑥 − 𝑥𝑛)

(𝑥𝑖 − 𝑥0)(𝑥𝑖 − 𝑥1) … (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1) … (𝑥𝑖 − 𝑥𝑛)
= ∏

(𝑥 − 𝑥𝑗)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
𝑗≠𝑖

 

 عبور نقطه n + 1 از که ایدنممی ثابت را n-مرتبه انترپولانت پولینوم یک وجود اساسا   فوق نتیجه نوت:

 اگر کنیم. استفاده V وندرموند متریکس بودن مفرد غیر اثبات برای آن از وانیمتمی همچنان .کندمی

 نداشت حل هیچ y = a V که داشت وجود طوری ny , … ,0(y = y( راست سمت به معادله بود، مفرد

 .است تناقض یک این که
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 )-2, -27,( )0, -1,( )1, 0( نقطه سه در انترپولیشنی پولینوم یک محاسبه برای را لاگرانژ انترپولیشن

 یم.یانممی استفاده

𝑃2(𝑥) = −27
(𝑥 = 0)(𝑥 − 1)

(−2 − 0)(−2 − 1)
+ (−1)

(𝑥 − (−2))(𝑥 − 1)

(0 − (−2))(0 − 1)
+ 0

(𝑥 − (−2))(𝑥 − 0)

(1 − (−2))(1 − 0)

= −27
𝑥(𝑥 − 1)

6
+

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)

2
= −1 + 5𝑥 − 4𝑥2 

 دهیم:می قرار ارزیابی مورد را لاگرانژ روش زیر کیفیت یهامعیار از استفاده با حال

 است. آسان بسیار nP(x) تعین هزینه -

 را nP(x) بخواهیم اگر اما بنویسیم. سیستمی هیچ حل بدون nP(x) برای فرمول یک قادریم اساسا   -

 il(x) هر بود. خواهد زیاد بسیار ia ارزیابی هزینه ، nxna + … + x1a + 0a = (x)nP :بنویسیم چنین

 برای عملیه 3O(n( نتیجه در و il(x) هر برای عملیه n)2O( به منجر که شود داده انکشاف باید

(x)nP ود.شمی 

 است. توجه قابل اختیاری x قیمت برای nP(x) ارزیابی هزینه -

 قبل از ia محاسبه به نیازی واقعا   باشیم، داشته انتخابی نقطه چند در nP(x) ارزیابی به نیاز فقط اگر -

 یهاعملیه مجموع معنای به که دارد ضرب n و تفریق n به نیاز ارزیابی il(x) هر برای نداریم.

 )2O(n 3( از )بهتر استO(n محاسبه برای ia.) 

 نیست. دسترس در آسانی به مشتقات بودن دسترس در -

′𝑃 )اگر il(x) هر تفکیک -
𝑛(𝑥) = ∑ 𝑦𝑖𝑙′

𝑖(𝑥)) دارای فوق عبارت نباشد؛ جزئی n یک هر و حد 

 است. حد در حاصل n – 1 با

 نیست. سازگار افزایشی انترپولیشن -

 خوب کارایی با روش یک لاگرانژ انترپولیشن بپذیریم، را آن یهامحدودیت بتوانیم اگر وجود، این با

 است.

 امکان هم و سازدمی ممکن را مؤثر ارزیابی هم که است دیگری جایگزین نیوتن انترپولیشن روش

 اجازه n’P(x) مشتق برای هم و }ia{ ضرایت برای هم این بر علاوه کند.می فراهم تدریجی ساخت

 . )al., et Tunç ;2020 Araz, & Atangana 2022( شوند ارزیابی مؤثر بطور تا دهدمی
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 :است چنین نیوتن اساس توابع ny ,n(x , … ),0y ,0(x( شده داده نقاط تس   برای

𝜋𝑗(𝑥) = (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) … (𝑥 − 𝑥𝑗−1) = ∏(𝑥 − 𝑥𝑘)      𝑗 = 0, … , 𝑛

𝑗−1

𝑘=1

 

 نیوتن، اساس در .یریمگمی نظر مد 1 را محصول قیمت کند،می تقرب صفر به آن یهالیمت که زمانی

 دارد: را زیر شکل شده داده پولینوم یک

𝑃𝑛(𝑥) =  𝑎0  +  𝑎1(𝑥 − 𝑥0) + 𝑎2(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) + 𝑎3(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)

+  … + 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) … (𝑥 − 𝑥𝑛−1) 

𝜋𝑗(𝑥𝑖) که یمیانممی ملاحظه فوق تعریف از = 𝑖 برای 0 < 𝑗 متریکس کهطوری .است A با 

𝑎𝑖𝑗 = 𝜋𝑗(𝑥𝑖) پولینوم تعیین برای آن از ،نیوتن انترپولیشن دادن نشان برای است. ینیپا مثلث 

 خطی سیستم نیوتن، اساس با یم.یانممی استفاده )-2, -27,( )0, -1,( )1, 0( نقطه سه برای یانترپولیشن

 داریم: را زیر ینیپا مثلثی

[

1 0 0
1 𝑥1 − 𝑥0 0
1 𝑥2 − 𝑥0 (𝑥2 − 𝑥0)(𝑥2 − 𝑥1)

] [

𝑎0

𝑎1

𝑎2

] = [

𝑦0

𝑦1

𝑦2

] 

 بنویسیم: چنین وانیمتمی شده داده یهاقیمت برای

[
1 0 0
1 2 0
1 3 3

] [

𝑎0

𝑎1

𝑎2

] = [
−27
−1
0

] 

 :به ودشمی مساوی انترپولیشنی پولینوم ابراین،بن ود.شمی a = )-27, 13, -4( آن حل نتیجه در

𝑃2(𝑥) =  −27 +  13(𝑥 + 2) − 4(𝑥 + 2)𝑥 = −1 + 5𝑥 − 4𝑥2 

 نمودیم. محاسبه قبلا  که است پولینومی همان آن نتیجه

 قطبی درون یک ایجاد  مسأله گرفتن نظر در با وانتمی را نیوتن پایه توابع تدریجی: ساخت روش

 زیر قرار اصلی ایده آورد. دست به متوالی جدید ادهد نقاط عنوان به تدریجی صورت به ییچندجمله

 است:

 نیم.کمی تعریف کند، انترپولیت را )0y ,0x( نقطه فقط که 0-مرتبه 0P(x) پولینوم یک :0 مرحله -

 میابیم. دست آن به زیر انتخاب با که است  واضح

𝑃0(𝑥) = 𝑦0 

 تعریف کند، انترپولیت را )1y ,1x( و )0y ,0x( نقاط حالا که 1-مرتبه 1P(x) پولینوم یک :1 مرحله -

 یم:یانممی استفاده زیر، قرار 1P ساخت با قبلی شده تعریف 0P(x) از همچنان نیم.کمی

𝑃1(𝑥) = 𝑃0(𝑥) + 𝑀1(𝑥) 
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 کند. صدق را زیر رابطه باید و بوده 1-مرتبه پولینوم یک 𝑀1(𝑥) کهطوری

𝑃1(𝑥0) = 𝑃0(𝑥0) + 𝑀1(𝑥0) ⇒ 𝑀1(𝑥0) = 0 

 .(است شده داده قرار 𝑦0به مساوی 𝑃0(𝑥0) و 𝑃1(𝑥0) فوق رابطه )در

𝑀1(𝑥) ،بنابراین = 𝑐1(𝑥 − 𝑥0)  .است 𝑐1 کرد: مشخص وانتمی زیر بطهرا از ستفاده با را 

𝑃1(𝑥1) = 𝑃0(𝑥1) + 𝑐1(𝑥1 − 𝑥0) ⇒ 𝑐1 =
𝑃1(𝑥1) − 𝑃0(𝑥1)

𝑥1 − 𝑥0

=
𝑦1 − 𝑃0(𝑥1)

𝑥1 − 𝑥0

 

 در که نماید انترپولیت )2y ,2x( و )0y ,0x(، )1y ,1x( نقطه سه که سازیممی را 2P(x) اکنون :2 مرحله -

 نیم:کمی تعریف چنین صورت این

𝑃2(𝑥) = 𝑃1(𝑥) + 𝑀2(𝑥) 

 یم:یانممی ملاحظه همچنان اشد.بمی  2-مرتبه پولینوم یک 𝑀2(𝑥) کهطوری

𝑃2(𝑥0) = 𝑃1(𝑥0) + 𝑀2(𝑥0)

𝑃2(𝑥1) = 𝑃1(𝑥1) + 𝑀2(𝑥1)
} ⇒ 𝑀2(𝑥0) = 𝑀2(𝑥1) = 0 

 باشد: داشته را زیر شکل باید  𝑀2(𝑥) ،بنابراین

𝑀2(𝑥) = 𝑐2(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) 

𝑥 تعویض با ← 𝑥2 برای را زیر عبارت 𝑐2 میاوریم: بدست 

𝑦2 = 𝑃2(𝑥2) = 𝑃1(𝑥2) + 𝑐2(𝑥2 − 𝑥0)(𝑥2 − 𝑥1) ⇒ 𝑐2 =
𝑦2 − 𝑃1(𝑥2)

(𝑥2 − 𝑥0)(𝑥2 − 𝑥1)
 

 انترپولیت را )0y ,0x(، ... ، )1-ky ,1-kx( نقاط که )k-1(-مرتبه پولینوم یک )k-1( مرحله در :k مرحله -

 تمام که سازیممی طوری را k  (x)kP-مرتبه پولینوم یک 1-kP(x) از استفاده با حالا ساختیم. ند،کمی

 داریم: چنین ،نماید انترپولیت را )0y ,0x(، ... ، )ky ,kx( نقاط

𝑃𝑘(𝑥) = 𝑃𝑘−1(𝑥) + 𝑀𝑘(𝑥) 

 .اشدبمی k -مرتبه پولینوم یک 𝑀𝑘(𝑥) کهطوری

𝑖 هر برای حال ∈ {0, 1, … , 𝑘 −  داریم: چنین {1

𝑃𝑘(𝑥𝑖) = 𝑃𝑘−1(𝑥𝑖) + 𝑀𝑘(𝑥𝑖) ⇒ 𝑀𝑘(𝑥𝑖) = 0 

 باشد: داشته را زیر شکل باید  k، 𝑀𝑘(𝑥)-مرتبه پولینوم ،بنابراین

𝑀𝑘(𝑥) = 𝑐𝑘(𝑥 − 𝑥0) … (𝑥 − 𝑥𝑘−1) 

𝑥 تعویض با ← 𝑥𝑘 برای را زیر عبارت 𝑐𝑘 میاوریم: بدست 

𝑦𝑘 = 𝑃𝑘(𝑥𝑘) = 𝑃𝑘−1(𝑥𝑘) + 𝑐𝑘(𝑥𝑘 − 𝑥0)(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) 

⇒ 𝑐𝑘 =
𝑦𝑘 − 𝑃𝑘−1(𝑥𝑘)

∏ (𝑥𝑘 − 𝑥𝑗)𝑘−1
𝑗=0

 

 ود:شمی نوشته زیر شکل به 𝑀𝑖(𝑥) پولینوم هر

𝑀𝑖(𝑥) = 𝑐𝑖𝑁𝑖(𝑥)  طوریکه  𝑁𝑖(𝑥) = ∏ (𝑥 − 𝑥𝑗)𝑖−1
𝑗=0 
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 ود:شمی نوشته چنین nP(x) انترپولیشنی پولینوم مرحله، n بعداز

𝑃𝑛(𝑥) = 𝑐0𝑁0(𝑥) + 𝑐1𝑁1(𝑥) + … + 𝑐𝑛𝑁𝑛(𝑥) 

 :کهطوری

𝑁0(𝑥) = 1 

𝑁1(𝑥) = (𝑥 − 𝑥0) 

𝑁2(𝑥) = (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) 

⋮  

𝑁𝑘(𝑥) = (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) … (𝑥 − 𝑥𝑘−1) 

 ود.شمی نامیده مراکز هاix که باشید داشته توجه .هستند نیوتن یهاپولینوم هااین

 نقاط شدن اضافه با تدریجی صورت به نیوتن انترپولانت ساختن با را نیوتن تدریجی انترپولیشن ما

 پولینوم توسط که نیمکمی شروع 0y ,0(x( = )-2, -27( داده نقطه اولین با دهیم.می نشان جدید یداده

 ود.شمی انترپولیت ثابت

𝑃0(𝑥) = 𝑦0 = −27 

 جدید یداده نقطه که دهیممی تغییر طوری را قبلی پولینوم 1y ,1(x( = )0, -1( دوم داده نقطه ترکیب با

 کند. انترپولیت نیز را

𝑃1(𝑥) = 𝑃0(𝑥) + 𝑀1(𝑥) = 𝑃0(𝑥) + 𝑐1(𝑥 − 𝑥0) 

𝑃1(𝑥) = 𝑃0(𝑥) + 
𝑦1 − 𝑃0(𝑥)

𝑥1 − 𝑥0

(𝑥 − 𝑥0) 

𝑃1(𝑥) = −27 +
−1 − (−27)

0 − (−2)
(𝑥 − (−2)) 

𝑃1(𝑥) = −27 + 13(𝑥 + 2) 

 نقطه که دهیممی تغییر طوری را قبلی پولینوم 2y ,2(x( = )1, 0( سوم داده نقطه ترکیب با نهایت، در

 کند. انترپولیت نیز را جدید داده

𝑃2(𝑥) = 𝑃1(𝑥) + 𝑀2(𝑥) = 𝑃1(𝑥) + 𝑐2(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) 

𝑃2(𝑥) = 𝑃1(𝑥) +  
𝑦2 − 𝑃1(𝑥)

(𝑥2 − 𝑥0)(𝑥2 − 𝑥1)
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) 

𝑃2(𝑥) = −27 + 13(𝑥 + 2) +
0 − 12

(1 − (−2))(1 − 0)
(𝑥 − (−2))(𝑥 − 0) 

𝑃2(𝑥) = −27 + 13(𝑥 + 2) − 4(𝑥 + 2)𝑥 

 و یثمثل متریکس نیوتن، انترپولیشن محاسبه برای را روش دو جااین تا شده: تقسیم تفاضلات روش

 برای نیز دیگری سیستماتیک و کارآمد روش حال این با دادیم. قرار مطالعه مورد تدریجی انترپولیشن
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 که است تابعی شده تقسیم تفاضل شود.می یاد شده تقسیم تفاضلات بنام که دارد وجود هاآن محاسبه

 .است شده تعریف متوالی شدهیهنما مراکز از ییمجموعه روی بر

 :مثال طور به 

𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑖+𝑗−1, 𝑥𝑖+𝑗 

 ود:شمی داده نشان زیر قرار هاقیمت این شده تقسیم تفاضل

𝑓[𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑖+𝑗−1, 𝑥𝑖+𝑗] 

 دارای شده تقسیم تفاضلات برای ود.شمی تعریف زیر صورت به بازگشتی صورت به نماد این قیمت

 :است زیر قرار آرگومان یک

𝑓[𝑥𝑖] ≡ 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖  

 :است زیر قرار آرگومان دو برای

𝑓[𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1] =
𝑓[𝑥𝑖+1] − 𝑓[𝑥𝑖]

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖

 

 :است زیر قرار آرگومان سه برای

𝑓[𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2] =
𝑓[𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2] − 𝑓[𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1]

𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖

 

 :است زیر قرار آرگومان +1j برای

𝑓[𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑖+𝑗−1, 𝑥𝑖+𝑗] =
𝑓[𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑖+𝑗] − 𝑓[𝑥𝑖 , … , 𝑥𝑖+𝑗−1]

𝑥𝑖+𝑗 − 𝑥𝑖

 

𝑓[𝑥𝑖 که است این ،ندکمی مفید بسیار را شده تقسیم یهاتفاوت که واقعیتی , … , 𝑥𝑖+𝑗] وانتمی را 

 :ایدنممی انترپولیت زیر ترتیب به که داد شاننمیپولینو  یک در x توان بالاترین ضریب

(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), (𝑥𝑖+1, 𝑦𝑖+1), … , (𝑥𝑖+𝑗−1, 𝑦𝑖+𝑗−1), (𝑥𝑖+𝑗 , 𝑦𝑖+𝑗) 

 است؟ مفید بسیار امر این چرا

 :ایدنممی انترپولیت زیر ترتیب به هکمیپولینو  باشید، داشته خاطر به

(𝑥0, 𝑦0), … , (𝑥𝑘 , 𝑦𝑘) 

 :است زیر قرار

𝑃𝑘(𝑥) = 𝑃𝑘−1(𝑥) + 𝑐𝑘(𝑥 − 𝑥0) … (𝑥 − 𝑥𝑘−1) 

𝑐1  ،بنابراین = 𝑓[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘] .دیگر، عبارت به یا است 
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𝑃𝑛(𝑥) = 𝑓[𝑥0] 

            + 𝑓[𝑥0, 𝑥1](𝑥 − 𝑥0) 

            + 𝑓[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2](𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) 

           ⋮ 
            + 𝑓[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛](𝑥 − 𝑥0) … (𝑥 − 𝑥𝑛−1) 

 ایم. کرده تعیین را nP(x) کنیم، ارزیابی را شده تقسیم تفاضلات سرعت به بتوانیم اگر ،بنابراین

 :ببینید را زیر مثال

(𝑥0 − 𝑦0) = (−2, −27) 

(𝑥1 − 𝑦1) = (0, −1) 

(𝑥2 − 𝑦2) = (1, 0) 

𝑓[𝑥0] = 𝑦0 = −27 

𝑓[𝑥1] = 𝑦1 = −1 

𝑓[𝑥2] = 𝑦2 = 0 

𝑓[𝑥0, 𝑥1] =
𝑓[𝑥1] − 𝑓[𝑥0]

𝑥1 − 𝑥0

=
−1 − (−27)

0 − (−2)
= 13 

𝑓[𝑥1, 𝑥2] =
𝑓[𝑥2] − 𝑓[𝑥1]

𝑥2 − 𝑥1

=
0 − (−1)

1 − 0
= 1 

𝑓[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] =
𝑓[𝑥1, 𝑥2] − 𝑓[𝑥0, 𝑥1]

𝑥2 − 𝑥0

=
0 − 13

1 − (−2)
= −4  

 بنابراین،

𝑃2(𝑥) = 𝑓[𝑥0] +  𝑓[𝑥0, 𝑥1](𝑥 − 𝑥0)  +  𝑓[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2](𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) 

            = −27 + 13(𝑥 + 2) − 4(𝑥 + 2)𝑥 

 :ودشمی بندیجدول زیر شرح به معمولا  شده تقسیم تفاضلات

 شدهتقسیم تفاضلات :2 جدول

 کرد: سازیپیاده زیر صورت به جدول روی بر مستقیما   وانتمی را بازگشتی تعریف

𝑌 =
𝑎 − 𝑏

𝑐 − 𝑑
 

∙∙∙ 𝒇[∙,∙,∙] 𝒇[∙,∙] 𝒇[∙]  
   𝒇[𝒙𝟎] 𝒙𝟎 
  𝒇[𝒙𝟎, 𝒙𝟏] 𝒇[𝒙𝟏] 𝒙𝟏 
 𝒇[𝒙𝟎, 𝒙𝟏, 𝒙𝟐] 𝒇[𝒙𝟏, 𝒙𝟐] 𝒇[𝒙𝟐] 𝒙𝟐 
∙∙∙ 𝒇[𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑] 𝒇[𝒙𝟐, 𝒙𝟑] 𝒇[𝒙𝟑] 𝒙𝟑 
∙∙∙ 𝒇[𝒙𝟐, 𝒙𝟑, 𝒙𝟒] 𝒇[𝒙𝟑, 𝒙𝟒] 𝒇[𝒙𝟒] 𝒙𝟒 
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 شده تقسیم تفاضلات :6 شکل

 ساده: ارزیابی روش

𝑃4(𝑥) = 𝑐0 

            + 𝑐1(𝑥 − 𝑥0) 

            + 𝑐2(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) 

            + 𝑐3(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) 

            + 𝑐4(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3) 

           =  𝑐0 + (𝑥 − 𝑥0)[ 𝑐1 + (𝑥 − 𝑥1)[ 𝑐2 + (𝑥 − 𝑥2)[ 𝑐3 + (𝑥 − 𝑥3) 𝑐4 ]]] 

𝑃4(𝑥) = 𝑄0(𝑥) 

𝑄𝑛(𝑥) برگشتی: صورت به = 𝑐𝑛 سپس، نیم.کمی تعریف را 

𝑄𝑛−1(𝑥) = 𝑐𝑛−1 + (𝑥 − 𝑥𝑛−1)𝑄𝑛(𝑥) 

𝑃𝑛(𝑥) قیمت = 𝑄0(𝑥) برگشتی این تکرار با خطی( زمان )در وانتمی n ،همچنان کرد. ارزیابی دفعه 

 :داریم چنین

𝑄𝑛−1(𝑥) = 𝑐𝑛−1 + (𝑥 − 𝑥𝑛−1)𝑄𝑛(𝑥) 

⇒ 𝑄′𝑛−1(𝑥) = 𝑄𝑛(𝑥) + (𝑥 − 𝑥𝑛−1)𝑄′𝑛(𝑥) 



 

 

 197 ابلـنتون کـپوه تحقیقی - علمی یهلـمج

 نهایت در کنیم. محاسبه نیز را مشتقات تمام وانیمتمی نمودیم، محاسبه را 𝑄′𝑘 همه هکمیهنگا ،بنابراین

𝑃′𝑛(𝑥) = 𝑄′0(𝑥) ود.شمی 

 نیوتن: روش ارزیابی

 ؛nP:  )2O(n(x) محاسبه هزینه -

 ؛O(n) اختیاری: x قیمت برای nP(x) ارزیابی هزینه -

 ؛گردید ذکر بالا در کهطوری بلی، مشتقات: بودن موجود -

 .لیب تدریجی: انترپولیشن امکان -

 برای نیوتن انترپولیشن روش از ابتدا ،ترکیبی روش این در :لاگرانژ و نیوتن انترپولیشن ترکیبی روش

 درجه یهمعادل تشکیل برای لاگرانژ انترپولیشن روش از سپس .ودشمی استفاده دوم عبارت دو دریافت

)lDE, ;2024 al., et Udoh ;2024 al., et Khiar 2020;  شودمی استفاده y در قیمت سه وضع با دوم

)2021 Ide, & Mbagwu. 

)al., et Tunç ;2020 Camargo, de ;2021 Abdon, & Araz 2022;  نیوتن انترپولیشن روش

)2024 UWAEZUOKE,: 

𝑓𝑛(𝑥) =  𝑎0  +  𝑎1(𝑥 − 𝑥0) + 𝑎2(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) + 𝑎3(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) +

 … + 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) … (𝑥 − 𝑥𝑛−1)     (2) 

  ؛صورت این در

𝑎0 =  𝑦0,  𝑎1 =  
𝑓(𝑥1)−𝑓(𝑥0)

𝑥1−𝑥0
 ,  𝑎2 =  

𝑓(𝑥2)−𝑓(𝑥1)

𝑥2−𝑥1
−

𝑓(𝑥1)−𝑓(𝑥0)

𝑥1−𝑥0

𝑥2−𝑥0
     (3) 

 :داریم را زیر یهمعادل ،لاگرانژ دوم درجه انترپولیشن تشکیل برای

 𝑦𝑛 =  
(𝑥−𝑥1)−(𝑥−𝑥2)

(𝑥0−𝑥1)− (𝑥0−𝑥2)
 𝑦0 +

(𝑥−𝑥0)−(𝑥−𝑥2)

(𝑥1−𝑥0)− (𝑥1−𝑥2)
 𝑦1 +

(𝑥−𝑥0)−(𝑥−𝑥1)

(𝑥2−𝑥0)− (𝑥2−𝑥1)
 𝑦2   (4) 

 پولینوم یک ساخت برای عددی تکنیک یک ایتکن انترپولیشن روش :ایتکن انترپولیشن روش

)Tunç  ندکمی عبور ny ,n(x …, ),1y ,1(x ),0y ,0(x( داده نقاط از ییمجموعه از که است انترپولیشنی

)2021 Ide, & Mbagwu ;2022 al., et. از حاصل یهاتخمین تدریجی بهبود برای ویژه به روش این 

 و بازگشتی محاسبات پایه بر ایتکن روش است. کارآمد بسیار خاص ینقطه یک در انترپولیشن

 عوض، در ند.کمی حذف را کامل پولینوم صریح ساخت به نیاز و ندکمی عمل شده تقسیم یهاتفاضل

 ند.کمی محاسبه را نظر مورد نقطه در انترپولیشن قیمت مستقیما  
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 شودمی استفاده x نقطه در P(x) انترپولیشن قیمت محاسبه برای بازگشتی فرمول یک از روش این در

 :است زیر قرار که

𝑃0,𝑘(𝑥) =
1

𝑥𝑘−𝑥0
|
𝑦0 𝑥0 − 𝑥
𝑦𝑘 𝑥𝑘 − 𝑥|    (5) 

𝑃0,1,2(𝑥) =
1

𝑥2−𝑥1
|
𝑃0,1(𝑥) 𝑥1 − 𝑥

𝑃0,2(𝑥) 𝑥2 − 𝑥
|           (6) 

 𝑦𝑛 = 𝑃0,1,2,…,𝑛(𝑥) =
1

𝑥𝑛−𝑥𝑛−1
|
𝑃0,1,…,(𝑛−1)(𝑥) 𝑥𝑛−1 − 𝑥

𝑃0,1,…,(𝑛−2)(𝑥) 𝑥𝑛 − 𝑥
|    (7) 

 واقعی، زمان در انترپولیشن وظایف برای محاسباتی علوم و مهندسی در روش این ایتکن: روش کاربرد

 مکان یک در تنها که انترپولیشنی یا وندشمی روز به تدریجی صورت به داده نقاط که زمانی ویژه به

 دارد. کاربرد است، نیاز مورد خاص

 ترکیبی روش بررسی

 در را آن نتایج و داده قرار تحلیل و بررسی مورد ها مثال ارایه با را فعلی روش ثریتؤ م ،شبخ این در

 .دهیممی نشان جداگانه یهاجدول

′𝑦 یهمعادل :1 مثال = 𝑦 + 𝑥 ∙ 𝑦
1

 از: است عبارت  مسأله این دقیق حل .یریمگمی نظر در را ⁄2

𝑦 = (𝑐 ∙ 𝑒
𝑥

2⁄ − 𝑥 − 2)2 

  :از است عبارت  مسأله این دقیق حل c = 1 قیمت برای

𝑦 = (𝑒
𝑥

2⁄ − 𝑥 − 2)2 

 ود.شمی )0y( = 1 ،بنابراین

     :داریم چنین نیوتن، انترپولیشن از استفاده با و h = 0.01 گرفتن نظر در با حال،

𝑎0 = 1 = 𝑦0 

𝑎1 =
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0

= [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]

0,1
= 0 

𝑦1 = 1 + 0(0.01 − 0) = 1 

𝑎2 =

𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)
𝑥2 − 𝑥1

−
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0

𝑥2 − 𝑥0

=

[
𝑑𝑦
𝑑𝑥

]
0.01,0.01

− [
𝑑𝑦
𝑑𝑥

]
0,0

0.02 − 0
= 0.55 

𝑦2 = 1 + 0(0.02 − 0) + 0.55(0.02 − 0)(0.02 − 0.01)  = 1.000110000  

 :دهیممی تشکیل را دوم درجه یهمعادل و خطی یهمعادل ایتکن روش از استفاده با حال
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𝑃0,1(𝑥) = 1 

𝑃0,2(𝑥) = 0.0055𝑥 + 1 

𝑃0,1,2(𝑥) = 0.55𝑥2 − 0.0055𝑥 + 1 

 بدست را دوم درجه یهمعادل و خطی یهمعادل تقریبی حل وانتمی ایتکن روش از استفاده با ،براینبنا

  .آورد

 تفادهاس با را 1 مثال تقریبی حل 3 جدول ،بگیریم نظر در ایتکن روش با را دوم درجه یهمعادل حل اگر

 :دهدمی نشان زیر یهاخطا با آن دقیق حل و ایتکن و نیوتن انترپولیشن یهاروش از

𝑥 = 0, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09, 0.1 

′𝑦 یهمعادل حل :۳ جدول = 𝑦 + 𝑥 ∙ 𝑦
1

2⁄  ، 𝑦(0) = 1 

 x قیمت
 و نیوتن انترپولیشن یهاروش

 مطلق خطای دقیق حل ایتکن

0 1 1 0 

0.01 1 1.009999833 0.009999833 

0.02 1.000110000 1.019998665 0.019888665 

0.03 1.000330000 1.029995492 0,029665492 

0.04 1.000660000 1.039989307 0.039329307 

0.05 1.001100000 1.049979102 0.048879102 

0.06 1.001650000 1.059963867 0.058313867 

0.07 1.002310000 1.069942587 0.067632587 

0.08 1.003080000 1.089877829 0.076834247 

0.09 1.003960000 1.090000000 0.086040000 

0.1 1.004950000 1.100000000 0.095050000 
 

′𝑦 یهمعادل اگر :2 مثال = 2𝑥𝑦 + 2𝑥3𝑦2 از: است عبارت  مسأله این دقیق حل ،بگیریم نظر در را 

𝑦 =
1

𝑐 ∙ 𝑒−𝑥2
+ 1 − 𝑥2

 

  از: است عبارت  مسأله این دقیق حل c = 0 قیمت برای

𝑦 =
1

1 − 𝑥2
 

 ود.شمی )0y( = 1 ،بنابراین

 داریم: چنین نیوتن، انترپولیشن از استفاده با و h = 0.01 گرفتن نظر در با حال،

𝑎0 = 1 = 𝑦0  
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𝑎1 =
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0

= [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]

0,1
= 0 

𝑦1 = 1 + 0(0.01 − 0) = 1 

𝑎2 =

𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)
𝑥2 − 𝑥1

−
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0

𝑥2 − 𝑥0

= 0.01000001  

𝑦2 = 1.000002  

 دهیم:می تشکیل را دوم درجه یهمعادل و خطی یهمعادل ایتکن روش از استفاده با حال

𝑃0,1(𝑥) = 1 

𝑃0,2(𝑥) = 0.0001𝑥 + 1 

𝑃0,1,2(𝑥) = 0.01𝑥2 − 0.0001𝑥 + 1 

 درجه یهمعادل و خطی یهمعادل تقریبی حل وانتمی صورتی در ایتکن روش از استفاده با براین،بنا

 .بگیریم نظر در ایتکن روش با را دوم درجه یهمعادل اگر آورد بدست را دوم

 با آن دقیق حل و ایتکن و نیوتن انترپولیشن یهاروش از استفاده با را 2 مثال تقریبی حل 4 جدول

 دهد:می نشان زیر یهاخطا

𝑥 = 0, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09, 0.1 

′𝑦 یهمعادل حل :4 جدول = 2𝑥𝑦 + 2𝑥3𝑦2 ، 𝑦(0) = 1 

 مطلق خطای دقیق حل ایتکن و نیوتن انترپولیشن یهاروش x قیمت
0 1 1 0 

0.01 1.000009000 1.000100010 0.000099110 

0.02 1.000002000 1.000400610 0.000381600 

0.03 1.000006000 1.000900811 0.000394160 

0.04 1.000012000 1.001602564 0.001390364 

0.05 1.002495000 1.002506266 0.002566760 

0.06 1.000093000 1.003613007 0.003583007 

0.07 1.000042000 1.004924128 0.004882128 

0.08 1.000056000 1.006441224 0.006385224 

0.09 1.000072000 1.008166146 0.008094146 

0.1 1.000090000 1.010101010 0.010011010 

′𝑦 یهمعادل اگر :3 مثال = 𝑥3𝑦3 − 𝑥𝑦 از: است عبارت  مسأله این دقیق حل ،بگیریم نظر در را 

𝑦 =
1

𝑐 ∙ 𝑒𝑥2
+ 1 + 𝑥2

 

  از: است عبارت  مسأله این دقیق حل c = 0 قیمت برای
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𝑦 =
1

1 + 𝑥2
 

 ود.شمی )0y( = 1 ،بنابراین

 داریم: چنین نیوتن، انترپولیشن از استفاده با و h = 0.01 گرفتن نظر در با حال،

𝑎0 = 1 = 𝑦0 

𝑎1 =
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0

= [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]

0,1
= 0 

𝑦1 = 1 + 0(0.01 − 0) = 1 

𝑎2 =

𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)
𝑥2 − 𝑥1

−
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0

𝑥2 − 𝑥0

= 0.005  

𝑦2 = 0.999999 

 دهیم:می تشکیل را دوم درجه یهمعادل و خطی یهمعادل ایتکن روش از استفاده با حال

𝑃0,1(𝑥) = 1 

𝑃0,2(𝑥) = −0.00005𝑥 + 1 

𝑃0,1,2(𝑥) = −0.005𝑥2 + 0.00005𝑥 + 1 

 درجه یهمعادل و خطی یهمعادل تقریبی حل وانتمی صورتی در ایتکن روش از استفاده با ،براینبنا

 .بگیریم نظر در ایتکن روش با را دوم درجه یهمعادل اگر که آورد بدست را دوم

 با آن دقیق حل و ایتکن و نیوتن انترپولیشن یهاروش از استفاده با را 3 مثال تقریبی حل 5 جدول

 دهد:می نشان زیر یهاخطا

𝑥 = 0, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09, 0.1 

′𝑦 یهمعادل حل :5 جدول = 𝑥3𝑦3 − 𝑥𝑦 ، 𝑦(0) = 1 

 x قیمت
 و نیوتن انترپولیشن یهاروش

 مطلق خطای دقیق حل ایتکن

0 1 1 0 

0.01 0 0.999900010 0.000099990 

0.02 0.999999000 0.999600160 0.000398840 

0.03 0.999997000 0.999100809 0.000896191 

0.04 0.999994000 0.998402556 0.001591444 

0.05 0.999990000 0.997506234 0.002483766 

0.06 0.999985000 0.996412914 0.003572086 

0.07 0.999979000 0.995123893 0.004855107 
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0.08 0.999972000 0.993640700 0.004855107 

0.09 0.999964000 0.991965083 0.007998917 

0.1 0.999950500 0.990099010 0.009851490 

 مناقشه و بحث

تا بخش این در ـــنیانترپول یبیترک روش از آمده بدســـت جین عادلات حل یبرا تکنیا و وتنین ش  م

سید ست شده سهیمقا قیدق حل و موجود یعدد یها روش با و یبررس یبرنول لیفران  بر ها لیتحل .ا

ساس شخص مثال سه ا شان را روش نیا عملکرد مختلف یها جنبه از کدام هر که گرفته صورت م  ن

 .دهندیم

 با اســت قادر یبیترک روش که دهد یم نشــان مقاله 5 و 4 ،۳ یها جدول جینتا :جینتا صــحت و دقت

 نیب مطلق یخطا .کند محاســبه را یبرنول لیفرانســید معادلات یبیتقر یها جواب ،یتوجه قابل دقت

ست یها جواب سبه x مختلف ریمقاد یبرا قیدق حل و آمده بد ست شده محا  ها،مثال یتمام در .ا

ــبت یکمتر  یخطا یبیترک روش ــنت یهاروش به نس ــان خود از یس ــت داده نش  ریمقاد در ژهیو به .اس

 یبالا  دقت یدهنده نشـــان و بوده زیناچ اریبســـ یبیترک روش و قیدق حل نیب اختلاف ،x تر کوچک

 .است روش نیا

بات ییکارا ـــ ها نه یبیترک روش :یمحاس ته، یبهتر  عملکرد دقت نظر از تن ـــ  سرعت نظر از بلکه داش

 در شــده میتقســ تفاضــلات از اســتفاده و تکنیا روش یبازگشــت ســاختار .دارد یبرتر  زین محاســبات

سبات ندیفرآ که شده باعث وتنین شنیانترپول  مثال در ژهیو به .شود انجام یکمتر  یزمان نهیهز با محا

 عمل گرید یها روش به نســبت یتر  کارآمد طوربه روش نیا افته،ی شیافزا داده نقاط تعداد که ییها

 .کند می

ـــان خود از یخوب یدار یپا یبیترک روش ها،مثال حل ندیفرآ در :ییهمگرا و یدار یپا  در و داده نش

سبات های مرحله یتمام ست دهیرس مطلوب ییهمگرا به یمحا  شامل که ۳ و 2 یها مثال در ژهیو به .ا

ـــتند تر دهیچیپ یرخطیغ معادلات ـــانات جادیا بدون روش نیا ،هس  به منتظره، ریغ یها رفتار ای نوس

 مســائل با مواجهه در روش یدار یپا یدهندهنشــان یژگیو نیا .اســت شــده کینزد قیدق یها جواب

 .است یرخطیغ

ــهیمقا ــهیمقا :گرید یهاروش با س ــنت یها روش با یبیترک روش س  لریاو روش و کوتا-رانگ مانند یس

 شنیانترپول با سهیمقا در نیهمچن .دارد یبهتر  عملکرد سرعت و دقت نظر از یبیترک روش که داد نشان

 شده خطا کاهش و دقت توجه قابل بهبود باعث روش دو نیا بیترک مجزا، صورت به تکنیا ای وتنین
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 به نســبت را یبهتر  جینتا تواندیم یبیترک روش کی از اســتفاده که کندیم دییتأ موضــوع نیا .اســت

  .دهد ارائه ییتنها به روش هر از استفاده

 گیرینتیجه

 متشکل که ترکیبی روش از استفاده با اول مرتبه  خطی غیر برنولی دیفرانسیل  معادلات حل مقاله این در

 اصلی تمرکز است. گرفته قرار تحلیل و بررسی مورد ،اشدبمی ایتکن و نیوتن انترپولیشن یهاروش از

 موجود یعدد یها روش ریسا با سهیمقا در یبیترک روش نیا ییکارا و دقت یابیارز مقاله، این در ما

 ،مقاله این در شده ارائه یها مثال و شده انجام یها لیتحل اساس بر .باشد می معادلات قیدق حل و

 سرعت و کمتر یخطا با تواند می بلکه دارد، ییبالا دقت تنها نه یبیترک روش که دهد می نشان جینتا

 مثال سه تر، قیدق یبررس یبرا .دهد ارائه یاعتماد قابل جینتا ،یسنت یهاروش به نسبت بهتر یمحاسبات

 روش که دهد می نشان ها مثال نیا از کدام هر که است هگرفت قرار مطالعه مورد مقاله این در مجزا

 بدست جینتا سهیمقا از .بزند بیتقر بالا دقت با را معادلات یها جواب مؤثر طور به است قادر یبیترک

 که گرفت جهینت توانیم است، شده ارائه مقاله این 5 و 4 ،۳ جداول در که معادلات قیدق حل با آمده

 زین دهیچیپ محاسبات در بلکه دارد یکمتر  یخطا تنها نه تکن،یا و وتنین شنیانترپول یبیترک روش

 نیا ،هستند یرخطیغ معادلات شامل که ییها مثال در ژهیو به .دهدیم نشان خود از یبهتر  عملکرد

 گرید تیمز بالا، دقت بر علاوه .کند دیتول یقیدق جینتا اعتماد قابل و داریپا صورت به تواند می روش

 مختلف یها داده با و مختلف طیشرا در معادلات حل امکان که است آن یر یپذانعطاف روش، نیا

 و عیسر یروزرسان به تیقابل خود، یبازگشت ساختار لیدل به یبیترک روش ن،یهمچن .سازدیم فراهم را

 ی،کاربرد علوم ریسا و کیزیف ،یمهندس یها نهیزم در یعمل یها کاربرد یبرا که دارد را یجیتدر حل

 .است دیمف اریبس

 یبرنول لیفرانسید معادلات حل یبرا یبیترک روش نیا از استفاده که گرفت جهینت توانیم ت،ینها در

 یهاروش یبرا مناسب ینیگزیجا عنوان به تواندیم بلکه است، قیدق و کارآمد کردیرو کی تنها نه

 روش نیا ییکارا نده،یآ یهاپژوهش در که شودیم شنهادیپ .رود کار به دهیچیپ یعدد مسائل در یسنت

 .ردیگ قرار یبررس مورد زین یاچندمعادله یهاستمیس و بالاتر یهامرتبه با لیفرانسید معادلات یبرا

 شنهاداتیپ و ها تیمحدود

 روش نیا .دارد وجود زین ها تیمحدود یبرخ اما اســـت، داده ارائه یخوب جینتا یبیترک روش هرچند

ـــید معادلات یبرا آن ییکارا اما کرده، عمل یخوب به یبرنول اول مرتبه معادلات یبرا  مرتبه لیفرانس
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 مسائل حل در روش نیا ریتأث ن،یهمچن .است شتریب یبررس ازمندین یاچندمعادله یها ستمیس و بالاتر

ضوع تواندیم زین ریمتغ بیضرا با معادلات و تر دهیچیپ یمرز  طیشرا با  ندهیآ یها پژوهش یبرا یمو

 .باشد
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