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 دو ـها به کمک ریزیرالـانتیگ ۀبـمحاس

  22پوهندوی دکتور کریمه محبی

 پوهاند خالقداد فیروزکوهی دهنده:تقریظ
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0منفرد منموی  ۀدر نقط fتابع ینام ریمیدو لورانت به ۀدر سلسل  

z شود. برای می دیا

0در نقطه  fتابع یدادن ریمیدو نشان
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 که برای لورانت ۀاگر قسمت اصلی سلسل
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 Cدر داخل و روی  fباشد. اگر  Dیک کانتور ساده بسته در داخل  Cساده پیوسته و  ۀیک ناحی D: اگر 3هقضی

1بدون نقاط متناهی منفرد 
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n
z  درC باشد پس 

    
1

2 Re ,
n

k
kC

f z dz i s f z z


 Ñ 

 

 لورانت؛ نقاط منفرد؛  قطب؛ ریمیدو ۀسلسل تایلور؛ ۀسلسلاصطلاحات کلیدی: 

                                                           
 کابل، پوهنتون استاد پوهنځی ریاضیات 22

 ومـوزۀ علـح قیقیـتح  - لۀ علمیـمج

 1399 (3) 1 ،نتون کابلـپوه طـبیعی



 

 

 شمسی هجری 1399 سال (3) 1شمارۀ  264

Culculation of integrals by help of Residue 

Asstt. Prof: Karima Muhibbi  
 

Abstract 

The coefficient  1
a
  of  

 0

1

z z
 in the Laurent series given is called the Residue of 

the function f at the isolated singularity 0
z . We shall use the notation 

  1 0
Re ,a s f z z


 

If the principle part of the Laurent series valid for  
0

0 z z R   contain a finite 

number of terms with  n
a
 the last nonzero coefficient, then 0

z is a pole of order n . If 

the principle part of the series contains an infinite number of terms with nozero 

coefficients, then  0
z is an essential singularity. 

Theorem1: If  f has a simple pole at , 0
z z  then 
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Theorem 3: Let D  be a simply connected domain and C  a simple closed contour lying 

entirely within D .If a function f  is analytic on and withinC , except at a finite number 

of 
1 2
, , ,

n
z z zL withinC , then 
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 مقدمه
 تایلور  ۀنمایم. در قدم نخست سلسلمفاهیم کلیدی را معرفی می ،که به بیان موضوع بپردازیمقبل از این

خره با نمایم و بالآ لورانت، ریذیدو را تعریف می ۀلسلبه کمک س نمایم و بعدا  و لورانت را بیان می

های حقیقی توسط  روش داعدا ۀیم که در ساحزدار پهای میقضایای ریذیدو به آن انتیگرالکمک 

 موجود قابل حل نیستند.

 تحلیلی و فرضــا   D ۀدر ناحیfاگر
0

z یک نقطه درD  پس ،باشــدf تیلور  ۀشــکل ســلســلبه

 تواند.انکشاف داده شده می
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0
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k
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
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اگر 
0

z z  تابعنقطه منفردf باشد، پسf طاقت با مرکم ۀبه شکل سلسل
0

z  انکشاف داده شده

منفرد منموی  ۀدر اطراف نفطfتواند. امکان دارد تابعینم
0

z z  نشان داده شود ای توسط سلسله

 زمان دارای توان مثبت و منفی باشد یعنی،که هم

 
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   
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 نویسیم.را به شکل حاصل جمع دو سلسله طور ذیل می بالا ۀرابط

       0 0
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ۀرابط 1 [3] گرددلورانت یاد می ۀنام سلسلبه. 
 

  موضوع ۀپیشن

0 ۀدر نقط fوقتی تابع مختلط 
z
لورانت ۀسلدارای سل fمنفرد منموی باشد پس ۀدارای نقط 
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0ها در نمدیک zاست که برای تمام
z 1جا توجه بیشتر  بالای ضریبمتقارب است. در این

a
  است

1ضریب باشد.های منحنی بسیار مهم میکه در ارزیابی انتیگرال
a
  از

 0
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z z
 ۀدر سلسل  
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0منفرد منموی  ۀدر نقط fنام ریمیدو تابعلورانت به
z شود. برای نشان دادن ریمیدو تابعمی دیاf 

0ۀدر نقط
z نماییم.از سمبول زیر استفاده می 

  1 0
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0 لورانت  که برای ۀاگر قسمت اصلی سلسل
0 z z R   دارای تعداد متناهی  ،قابل قبول باشد

nاز  حدود  ضریب
a
 0پس  ،خلاف صفر باشد

z ۀقطب مرتبn  است و اگر قسمت اصلی سلسله

0دارای تعداد نامتناهی حدود با ضریب خلاف صفر باشد پس 
z [۲] نقطه منفرد لازمی است. 
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0ساده در دارای قطبfچون ثبوت:
z zکه در قرص پنچر شده آن لورانت ۀاست. سلسل

0
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1 کهطوری
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
  با ضرب نمودن هر دو طرف سلسله با .

0
z z دست هو بعدا از لیمت گرفتن ب

 می آوریم که:
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0 ۀدر نقط nدارای قطب مرتبه  f: اگر ۲قضیه
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0در نقطه  nقطب مرتبه دارای fچون  ثبوت:
z zباشد پس 
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0 که طوری
n

a

 بالا را ضرب ۀ. رابط 0

n
z z:نموده داریم که 
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 گیریم.مرتبه مشتق می 1nاز هر دو طرف مساوات  و بعدا  
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 ،پس
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


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1اخیر برای  ۀحل معادل
a
  [۵]دهد را می ظرمورد رابطه. 

خاص طور به کن است.خسته ۲و یا  ۱استفاده از قضیه  ریمیدو با ۀباشد، محاسب نسبتی تابع fوقتی

)شکل به  fاگر ) ( ) ( )f z g z h zکهشده بتواند، طوری نوشته g  وh  ۀتوابع تحلیلی در نقط

0
z z  0باشد. اگر

( ) 0g z      و اگر تابعh 0 ۀیک در نقط ۀمرتب ریک جذ
z  باشد. پسf

0دارای قطب ساده در نقطه
z z    است و 

 
 

 0

0 '

0

Re ( ( ), ) 4
g z

s f z z
h z

 [۸] 

 طرح موضوع

ضیه سته بوده و ۀساد ۀیک ناحی D: اگر 3ق ساد Cپیو سته در داخل  ۀیک منحنی  شد. اگر  Dب با

1بدون تعداد متناهی  نقاط منفردCدر داخل و رویfتابع
z ،2

z ،L  ،n
z تحلیل باشد. پس 

 
1

2 Re ( ( ), )
n

k
kC

f z dz i s f z z


 Ñ 

1کنیم  فرض می ثبوت:
C ،2

C ،L  ،n
C 1هایدوایر به ترتیب با مرکم

z ،2
z ،L  ،n

z   .اســـتند

kکنیم که هر یک از دایره  فرض
C  دارای  شعاعk

r  1 که کافی کوچک باشند،  طوری ۀاندازC،2
C
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 ،L ،n
C  بســته ۀشــند و نقاط داخلی برای منحنی ســادمجما با C  باشــد. با اســتفاده از فورمول

  1
2

C

f z dz i a


Ñبینم کهمی   2 Re ( ),
k

k

C

f z dz i s f z zÑ  

 گانه متصل داریم کههای چند حیهانتیگرال کوشی برای نا  ۀو نظر به قضی   

     
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k
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   Ñ Ñ[۷] 

tanانتیگرال  ؛طور مثالبه
C

zdzÑ  که نماییم طوریمحاسبه میC  2دایرهz  .باشد 

گرالیتابع تحت انت
sin

( ) tan
cos

z
f z z

z
   در نقاط ها دارای قطبcos 0z   cos 𝑧 = 0 

ـــت.  های حقیقی عبارت اند  ازتنها جذر  ،چوناس 2 1
, 0 , 1, 2 ,

2

n
z n


    L .

چون تنها
2


و      

2


 2در داخل دایرهz  قرار دارد. پس، 
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2 2C
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Ñ 

)با مشخص ساختن ) sing z z، ( ) cosh z z و( ) sinh z z   (4)؛ با استفاده از 

 :بینیم کهمی
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2
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




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      
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 ،بنابراین

 tan 2 1 1 4
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 نماییم.های حقیقی که شکل ذیل را دارا باشند استفاده انتیگرال ۀریذیدو برای محاسباز قضیه 

   
2

0

cos ,sin 5F d


   

   6f x dx




 

     sin , cos 7f x xdx f x xdx 
 

 

  

تی (7)و   (6)درfو   (5)درF کــهوریط ب بع نســـ تی توا ب بع نســـ توا برای   بــاشـــنــد. 

 
( )

( )

p x
f x

q x
    که پولینومفرض می (7)و   (6)در دارای هیچ فکتور   qو  pهایکنیم 

 .[۴] مشترک نباشند

له صرف نوع اول  قا کل لآن یعنی انتیگرادر این م ـــ به ش ها  
2

0

cos ,sinF d


    مورد را

 دهیم.مطالعه قرار می
 

جا تبدیل نمودن انتیگرال مثلثاتی حقیقی به شــکلاســاســی در این ۀمفکور  2   در انتیگرال مختلط

1zمنحنی دایره واحد  Cکه است، طوری  باشد. أبا مرکم در مبد 

izبا استفاده از روش پارامتریک ساختن منحنی توسط e 0 2    ,  توانیمنوشته کرده می 

sin , cos ,
2 2

i i i i

ie e e e
dz ie d

i

   
  

  
   

idzچون  ie d izd      و
1 1 iz e

z

    .پس این سه کمیت باهم معادل اند ، 

     1 11 1
sin , cos , 5

2 2

dz
z z z z d

i iz
        

 ،پس

   1 11 1
,

2 2

dz
F z z z z

i iz

  
  

 
Ñ 

1zواحد ۀدایر  Cکه طوری   .ـــد طور مثال انتیگرالبه باش
 

2

2

0

1

2 cos
d






 ـــبه را محاس

 نماییم.می
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وقتی از تعویض که در  5 به انتیگرال کانتور شده داده شده استفاده نماییم. انتیگرال مثلثاتی داده
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6 1 0x   وقتی ،
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 گیری نتیجه
  :دست آمدبعد از بررسی ریمیدو و قضایای آن نتایج زیر به

0دارای قطب ساده در نقطه  fتابع  اگر -
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ها انتیگرال - نه تن های حقیقی را نیم توان حل نمود، بلکه انتیگرالمی های مختلط رابه کمک ریمیدو 
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