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  چکیده

چون برای  ؛است ثابت یزاویه سرعت با چسپناک مایع یک در توپ یک ثابت چرخشثابت ساختن  ،هدف مقاله این در

ز اهمیت است. بعد از تحقیقات دهد حایرا نشان می چسپناکیثباتی حرارت نسبت به های چرخشی که بیتمام سیستم

 ،حرارتی هدایت پروسه یک با تماس مرز در جسم سطح حرارت درجه افزایششکل تیوریک دریافتیم که همروری ب

 درجه افزایش پروسه یک این که دریافتیم شود. در ضمنمی حرارت درجه خودیب خود افزایش به منجر بوده و غیرثابت

 اصطکاک، نتیجه در چسپناک محیط یک در توپ حرکت دلیل به که گردید واضح کاملا از طرفی  و است غیرخطی حرارت

برای  غیرثابت حرارت معادله و استوکس-ناویر معادلاتدر نتیجه با استفاده از ، یابد افزایش باید آن سطح حرارت درجه

 با سرانجام،که  است غیرخطی توجهی قابل طوربه ناپایدار حرارت پروسه که فهمید توانمی راحتی بهپایداری حرارت نا

 .شودمی داده نمایش گرافیکی صورتبه هاآن نتایج، مایع هایجریان کلی رمولفو   استنباط

 مرز تماس ؛غیرخطی ؛ییسرعت زاویه ؛درجه حرارت ؛چسپناکی ؛کلیدی: چرخش ثابت هایواژه
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Abstract 

This study investigates the steady rotation of a sphere in a viscous fluid with constant angular 

velocity, a phenomenon crucial for understanding thermal instability in rotating systems affected 

by viscosity. Theoretical analysis reveals that temperature increase at the sphere's surface, at the 

fluid-solid interface, is unstable and leads to spontaneous temperature escalation. We demonstrate 

that this temperature increase is a nonlinear process. Furthermore, we establish that the sphere's 

surface temperature should rise due to frictional effects as it moves through the dense medium. 

Employing the Navier-Stokes equations and the unsteady heat equation, we elucidate the 

significantly nonlinear nature of the unsteady heat process. Finally, we derive a general formula for 

fluid flows and present the results graphically. 
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 مقدمه

تجزیه و تحلیل دقیق  پروسهخود در قرار خواهد گرفت تا حدودی خودبهمشکلی که اکنون مورد بحث 

که درجه حرارت در نتیجه حرکت انتقالی یک توپ در یک مایع له ارائه شده و با تخمین اینأمس

الات سؤ پیشنیه موضوع به بحث خواهد گردید. از طرفی هم باتوجه به چسپناک به وجود آمده است 

نحوه حرکت که این -2ه تغییرات درجه حرارت وابسته است؟ وسکوزیته مایعات چگونه ب -1تحقیقی)

های ( و فرضیه؟ثباتی تعادل حرارتی چی تأثیر داردبی پایداری وجسم کروی در مایع چسپناک بر نا

شرایط محیطی نیز بالای خاصیت  ،دارد که در کنار ناپایداری درجه حرارتاحتمال  -1تحقیقی)

دینامیکی نسبت  ویسکوزیته ضریب هایممکن است وابستگی -2تأثیر داشته باشد و یا وسکوزیته مایع 

جوابات و راه  ،(باشد متفاوت ،درجه حرارت به های ضریب وسکوزیته سینماتیکیبه وابستگی

 خواهد گردید.های منطقی ارایه حال

کاملا واضح است که به دلیل حرکت توپ در یک محیط چسپناک در نتیجه  معادله وسکوزیتهاز 

 چسبناک مایع هایجریان. (Stokes, 2000) یابداصطکاک، درجه حرارت سطح آن افزایش می

 در و گرفته قرار بحث مورد عددی و تحلیلی صورتبه مقالات در گسترده طوربه ناپایدار ناپذیرتراکم

 خواهدل با محور متقارن حرکت یک در کره یک بر شده وارد است. قوه شده گزارش متعدد مطالعات

  .(Hakim, 2010) شودداده می نشان استوکس-ناویر نتیجه ادغام با زمان، به وابسته

ی ناک با سرعت زاویهسپو غیرخطی یک جسم کروی که در یک مایع چ پایدارنا حرارت در مورد

 یعمده موارد از کهاند  گرفته صورت دانشمندان و افراد توسط متعددی تحقیقات چرخند،میثابت 

 پوهنتون در است. محیطی شرایط تابع به آب محیط و قیر محیط چسپندگی میزان بین مقایسه آن

 نشان آمده از تجارب بدست نتیجه میلدی تجارب انجام یافت و 1927 سال در استرلیا کشور کوئینزلند

 گیرد دربر را سال ده حدود تواندمی قیر قطره یک ریزش نورمال، حرارت درجه یک داشتن با که دادند

2۳0 حدود آب، هایقطره ریزیش با مقایسه در که ×  .(Haning, 2000) است بیشتر برابر 109

 به وابسته ويسكوزيته اثر گرفتن نظر در با مقناطیسی نانومواد جابجایی) مورد در میلدی 2002 سال در

-Mayda Lam توسط مکزیک، کشور مادیروی پوهنتون معماری هنځیپو  در ،(مقناطیسی ساحه

Maldonado - Yolanda G. Aranda-Jim´enez گرفت صورت تحقیقات (Гладков, 2016).  

 ویسکوزیته برای پیزوالکتریک شده تهییج غشای) عنوان تحت تجربی میلدی تحقیقات 202۳ سال در

 انجام ایران بابل صنعتی پوهنتون میخانیک مهندسی دیپارتمنت در( آن تراکم گیریاندازه و مایعات

 .(Lawrece, 2012) یافت
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 و تراکم بینیپیش هایمدل) مورد در هند، تکنالوژی سسهمؤ  در میلدی در لابراتواری 2000 سال در

 .(Lawrence, 1998)  گرفت صورت تجربی تحقیقات( بیودیزل ویسکوزیته

 متحده ایالات براون پوهنتون مواد، آموزش و تحقیقات مرکز میلدی در 2020 سال در طورهمین

( جامد اجسام هایمالیکول متقابلعمل خواص بر حرارت درجه و ویسکوزیته اثرات) مورد در امریکا

  (.Franco, & Adamowski, 2010)گرفت صورت تحقیقات

ناپایدار با عدد رینولدز پایین  مایعاز یک انبساط جانبی برای حل مشکل جریان ، (Chio, 2001) سانو

استفاده کرد.  ،شودطور ناگهانی به کره منتقل میزمانی که یک سرعت مستطیل ثابت بهاز یک کره 

جریان  روی یک کره سخت کوچک در یک که هایقوهدر مورد (Lawrence, 1998) ماکسی و رایلی

 -بحث کردند. لارنس و واینبام از معادلات خطی شده ناویر ،کنندچسبناک غیریکنواخت عمل می

اهتزازی خواه در حرکت که بر روی یک جسم متقارن محور دلییقوهاستوکس برای بدست آوردن 

تحلیل کلی تری از معادلات  (Фогельсон, 2001) لارنس و واینبام .شود، استفاده کردندوارد می

استوکس ناپایدار برای جریان متقارن محوری از یک جسم کروی ارائه کردند. می و همکاران در  

 را بررسی کردند.  اعداد مختلف رینولدز اهتزازات، کانسیکشش ناپایدار به فر با  وابستگی

خواه وابسته به کروی سخت را با حرکت دل یدرودینامیکی وارد بر یک ذرهاه یقوهلووالنتی و برادی 

اما محدود عدد رینولدز بر اساس  ؛زمان در یک جریان جاری وابسته به زمان برای مقادیر کوچک

 .(Henning, & Prange, 2000)نواخت در محاسبه کردندسرعت لغزش ذره نسبت به جریان یک

اعتبار روش شبه ثابت برای حل سازی عددی برای بررسی یک شبیه ازفنگ و جوزف  توسط

چسبناک ناپایدار استفاده شده است. زمان حرکت یک کره در حال تبدیل و چرخش  مایعهای جریان

 مطالعه کرد. بعد از تجزیه و تحلیل را  وابسته به زمان در یک مایع چسبناک

ذرات مومنتم عادله دیفرانسیل برای به دست آوردن جواب کلی م-کسریاپراتور کویمبرا و رانگل از یک 

آسمولوف  .(Mexey, 2011) های ناپایدار استوکس به صورت تحلیلی استفاده کردندبرای جریان

 جریان ناشی از یک کره را که در یک جریان نیوتنی با عدد رینولدز کوچک در حال حرکت ناپایدار

 . (Орешина, 2012) دادمورد بحث قرار  را

خواه یک جریان ناپایدار استوکس دل یلهأهمکاران یک روش ساده برای حل مس و ونکاتالاکسمی

 .(Padmanabhan, 2006) ددر حضور یک کره با شرایط بدون لغزش را مورد بحث قرار دا

که  دوتاییسافمن برای به دست آوردن مجموع  یگرالیانتو روش نیک خاز تآفودناوا و رامسکریسنا 

چسبناک با شرایط مرزی کلسیک بدون لغزش  مایعدر حال چرخش در یک  ییبر روی یک کره

 . کنند، استفاده کردندعمل می

 توسط شده تعیین سطحی اصطکاک یقوه که کندمی ناویر فرض توسط شده معرفی لغزش شرایط

 آن در شده اعمال مماسی کشش با متناسب آن، سطح از یینقطه در مرز به نسبت مایع مماسی سرعت
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 ماهیت به فقط این که گویندمی لغزشی اصطکاک ضریب را مرز و مایع بین تناسب ثابت. است نقطه

برای گازها جالب لغزش در حالی که شرایط  .(Карслаоу, 2007) دارد بستگی مرز سطح و مایع

 . (Гадчек, 2000) اخیراا مشخص شده است که این شرایط برای مایعات نیز جالب است .است

به زمان از  که با سرعتی وابستهییکشش اعمال شده بر کره قوه ر موردد .(Глесстон, 1999) آلبانو

خواه روی سطح کره ناپایدار برای لغزش دل غیرمتجانسناپذیر در یک جریان طریق یک جریان تراکم

ی یهای دایرهها یا کرهتجربه شده توسط استوانه هایقوه. داتا و دیو   اند اظهار نظر کردهکند، حرکت می

اخت با شرایط مرزی لغزش تحت نو یک یتهرا در جریان ویسکوز متجانسطور تصادفی و موازی به

ال ؤ حال، این یک سبا این .نیک مدل ذره در سلول بررسی کردندختقریب استوکس با استفاده از ت

تواند برسد؟ به راحتی که این پروسه به کدام مقدار خاص می کند منطقی و طبیعی را ایجاد میکاملا

 طور قابل توجهی غیر ثابت و غیرخطی استسه حرارت یک پروسه ناپایدار و بهتوان فهمید که پرو می

(Abu-Zahra, 2004)  تواند مدت زمان نسبتاا زیادی طول که می طول پروسه حرکت در واقع، اگر در

بکشد، درجه حرارت سطح جسم به تدریج زیاد شود، در نتیجه در اثر تماس سطح با محیط، درجه 

حرارت محیط در مرز تماس نیز باید افزایش یابد. دومی مستلزم یک تغییر خودکار در ویسکوزیته 

پروسه و این دقیقاا به این معنی است که (Hening, 2000) و بلفاصله در مجاورت سطح استمتوالی 

زیرا ویسکوزیته شروع به وابستگی به  ؛طور قابل توجهی غیرخطی خواهد بوداولاا غیرثابت و ثانیاا به

 . (Assia, 2010) کنددرجه حرارت می

حدود با طور نامسطح جسم کروی که بهله محاسبه تغییر ناپایدار درجه حرارت أدر این مقاله به مس

 بحث، (Гладков, 2009) چرخدمی 𝜂در محیطی با ویسکوزیته دینامیکی  𝜔ی ثابت سرعت زاویه

 در سطحی لغزش شرایط با سخت کره یک ناپایدار آهسته و حرکت مورد چنان درخواهیم کرد. هم

 استنباط کره سطح روی بر شده اعمال مومنت برای ساده فرمول که یک چسبناک مایع جریان یک

 کنیم. می شود، بحثمی

 تحقیق روش

تیوریک و  شکلهب ولی نگرفته اند؛ صورت مستقیم طورهب تجربه انجام مقاله، کار لابراتواری و این در

آوری مطالب و روش تجزیه و تحلیل مطالب گردید تا جمع تلش از طریق حل معادلات تاحد زیادی

 حرکت اثر در را که حرارت درجه میزان به چسپناکی وابستگی صورت مناسب توضیح داده شود وهب

 غلظت مایع، منظر از کند،حرکت می ثابت یزاویه سرعت با وسکوزیته دارای مایعی روی جسم

 . بررسی گردد از قبل بدست آمده، یپارامترهای  از دیگر برخی و حرارت درجه جسم، دینامیک

 استفاده صفحات درج و متون در مأخذ ساختن شامل نوشتاری یک مقاله علمی، اصول داشت درنظر با

 تحت که علمی مقاله و اند، گردیده رعایت نویسیمقاله قواعد و اصول حفظ با منابع، فهرست در شده
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 یزاویه سرعت با چسپناک مایع یک در که کروی جسم یک غیرخطی و ناپایدار حرارت بررسی) عنوان

های معادلات مطروحه را تحلیل و نتیجه و یافته، شکل تیوریهاند، ب گردیده تحریر( چرخدمی ثابت

 مایع روی کروی جسم چرخش ینحوه و حرارت را  باتوجه به ناپایداریتجزیه نموده و نتایج کلی آن

 .است داده انعکاس ،چسپناک

 وسکوزیتی اساسی تمعادلا 

، معادله (Franco, 2010) استوکس-مطرح شده، استفاده از سیستم معادلات ناویر یهألبرای حل مس

نظر  در ئتلفاثر ا چون براساس ،(Lawrence, 2012) است ترآسانمتمادی و معادله حرارت غیرثابت 

 داریم  پس. شودگرفته می

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ (𝜈 + ∇)𝜈 = −

∇𝜌

𝜌
+ 𝜈∆𝜈 + 𝑔                                       (1) 

𝐶𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑘∆𝑇 −

𝜂

2
(

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑘
+

𝜕𝑣𝑘

𝜕𝑥𝑖
)

2

                                       (2) 

ظرفیت  𝐶𝑝تعجیل جاذبه،  𝑔ویسکوزیته سینماتیکی،  𝜈کثافت متمادی، 𝜌فشار،  𝑃سرعت،  𝑣جا این

 ,Sano) درجه حرارت است 𝑇هدایت حرارتی و   ضریب  𝜅حرارتی ایزوباریک در واحد حجم جسم،

. محور عمودی چرخش توپ را به عنوان گیریمنظر می دررا برابر با واحد  𝑘𝐵. ثابت بولتزمن (2003

جاذبه به  یکند. قوهرا نیز در امتداد آن هدایت می 𝜔ی کنیم که فریکونسی زاویهتخاب میان 𝑧محور 

 شود. سمت پایین هدایت می

 .(Глесстон, 1999) آیدمییک قانون ساده به دست  توسط( 2معادله )

𝑇�̇� + �̇�𝑇 + �̇�𝜂 = 0                                       (۳) 

 :پی استآنترو -�̇�اینجا 

�̇�𝑇 = ∫
𝑘

𝑇
(∇𝑇)2

1

𝑉

𝑑𝑉 

 که: و تابع ائتلف به دلیل هدایت حرارتی را داریم

�̇�𝜂 =
𝜈

2
 ∫ (

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑘
+

𝜕𝑣𝑘

𝜕𝑥𝑖
)

2

𝑑𝑉
1

𝑉

 

است که بر اساس آن کثافت تابع ائتلف با علمت  یتابع فوق یک تابع ائتلفی مسلسل ویسکوزیت

 ( شده اند.2منفی وارد سمت راست معادله )
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 ویسکوزیتی تجزیه و تحلیل معادلات 

شکل توان بهدر نزدیکی سطح توپ را میله در حال حل، توزیع سرعت مسأباتوجه به تقارن محوری 

 زیر دریافت کرد.

𝒗 = (𝑣𝑟 + 𝑣𝜃 + 𝑣𝜑) = (0,0, 𝑣𝜑(𝑟, 𝜃))𝑑𝑣                                        (۴) 

𝑃∂(، افاده 1در معادله ) 𝑧عنوان یک ثابت، برای طرح استوکس به -معادله ناویر توجه به با

𝜕𝑍
= 𝜌𝑔  را

 فشار برابر است با ،بنابراین .کنیمپیدا می

𝑃 = 𝑃0 + 𝜌𝑔𝑧                                        (۵) 

 (، معادله بعدی2(، )1جایی که علوه بر معادلات )فشار اتمسفیر خارجی است. از آن 𝑃0که در آن 

𝑑𝑖𝑣 𝒗 =  توان به این شکل دریافت کردسرعت را می ،شودحاصل نیز باید   0

𝒗 = 𝑟𝑜𝑡 (𝑓(𝑟)𝜔)                                        (۶) 

 آوریم(، به دست می۴( توسط رابطه )1بینی معادله ). برای پیشبدست آیدباید  𝑓(𝑟)که در آن تابع 

 که:

(∆𝑣)𝜑 = 0 

 :شود که( نتیجه می7باتوجه به رابطه )

(∆(∇𝑓(𝑟) × 𝜔))𝜑 = 0 ⟺ (∆∇𝑓)𝜑 = 0 ⟺ ∆𝑓 = 𝐶                          (7) 

 ( و7ثابت ائتلف است. در یک سیستم مختصات کروی، اثر ائتلف مستقیماا از معادله ) -𝐶 چون

=∇  یگر لاپلسباتوجه به قسمت شعاعی عمل
1

𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
𝑟2 𝑑

𝑟
 :آیدگونه به دست می، این

𝑓(𝑟) = 𝑎𝑟2 +
𝑏

𝑟
                                        (۸) 

جایی که توزیع هایی هستند که باید از شرایط مرزی تعیین شوند. از آنثابت 𝑏و  𝑎رابطه بالا در 

𝑣ها در مجاورت کره با افاده سرعت = ∇(𝑓(𝑟)𝜔) شرط از  شود،تعیین می𝑣|𝑟→∞ = خواهیم  0

𝑎 :داشت که = 0 . 

𝑣|𝑟=𝑅 از شرایط تطبیق در مرز کره = (𝜔 × 𝑅)آوریم که، بدست می: 

𝑣|𝑟=𝑅 = (𝜔 × 𝑅) = ∇𝑓(𝑟) × 𝜔|𝑟=𝑅 = −
�́�

𝑟
|

𝑟=𝑅

(𝜔 × 𝑅) 

= 𝑏شود که نتیجه می (۸جا، مطابق )از این  −𝑅3بنابراین، محلول نزدیک به سطح کره برای . 𝑟 ≥

𝑅  توان به این شکل نشان دادرا می: 
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𝑣 =
𝑅3

𝑟3
(𝜔 × 𝑅)                                        (9) 

سازد. در واقع، با در نظر گرفتن انتقال به ( محاسبه کثافت تابع ائتلف را به راحتی ممکن می9راه حل )

 :توانیم بنویسیممختصات منحنی، مییک سیستم 

�̇�𝜂 =
𝜂

2
 ∫ (

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑘
+

𝜕𝑣𝑘

𝜕𝑥𝑖
− 2Γ𝑖𝑘𝑣𝑠

𝑙 )
2

𝑑𝑉
1

𝑉

 

Γ𝑖𝑘جا این
𝑙 -  نمادCrestoffel ( و لوگارتم ۴از نوع دوم است. یک محاسبه ساده با در نظر گرفتن رابطه )

 (.۳کند)ارائه شده، ما را به عبارت مورد نظر هدایت می

𝑑�̇�𝜂

𝑑𝑉
=

16𝜂𝑅6𝜔2

𝑟6
𝑠𝑖𝑛2𝜃                                        (10) 

0سیستم مختصات کروی استآزیموتی زاویه  - 𝜃که در آن  ≤ 𝜃 ( به 10) تعویض رابطه. حال با ≥

 :کنیم(، پیدا می2معادله )

𝐶𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑘∆𝑇 −

16𝜂𝑅6𝜔2

𝑟6
𝑠𝑖𝑛2𝜃                                       (11) 

که ما به تکمیل زمانی درجه حرارت در سطح کره ملزم هستیم، عملگر لاپلس در معادله جاییز آنا

توان به شکل تقریبی و با تفاوت بسیار محدود، با درنظر گرفتن تنها یک ناحیه تماس باریک ( را می11)

 نوشت:چنین  𝛿از عرض 

Δ𝑇 ≈ −
𝑇 − 𝑇0

𝛿2
𝜃                                       (12) 

→ 𝑟 صورت درجه حرارت تعادلی به – 𝑇0جا در این  مجاورت در را( 11) معادله بنابراین،. است ∞ 

 :نوشت زیر صورت به توانمی( 11) گرفتن نظر در با سطح

𝐶𝑝

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= −𝑘

𝑇 − 𝑇0

𝛿2
− 16𝜂𝑇(𝜔)2 𝑠𝑖𝑛2𝜃                                      (1۳) 

 قاعده براساس توانمی را( 1۳) معادله کنیم،می صحبت 𝑇(𝑡) زمانی تکمیل مورد در ما که جاییآن از

 .(Mekawy, 2003) گرفت اوسط یزاویه متغیرهای

(∙∙∙)̅̅ ̅̅ ̅ =
1

4𝜋
∫ ∫ (… )

𝜋

0

𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜑
2𝜋

0

 

 :آوریم کهمی بدست( 1۳)رابطه از نتیجه در

𝐶𝑝

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= −𝑘

𝑇 − 𝑇0

𝛿2
−

32

3
𝜂𝑇𝜔2 𝑠𝑖𝑛2𝜃 ⟺ 𝑇0 − 𝑇∗ =

32𝛿2

3𝑘
𝜂(𝑇8)𝜔2           (1۴) 
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. یابدمی کاهش ویسکوزیته درجه حرارت، مقدار افزایش با که شودمی مشخص از تحلیل رابطه بالا

 :باشد برقرار شرط زیر که داشت خواهد حل راه صورتی در تنها (1۴معادله ) که معناست بدان این

𝑇0 >
32𝜌𝛿2𝜔2

3𝐶𝑝𝑘𝐵

𝜓(𝑃𝑟)                                      (1۵) 

𝑃𝑟 کثافت مسلسل، –  𝜌 جااین  =  𝜈/𝜒  - Prandtl number از معیاری که است بعد بدون عدد )یک 

 تابعی - 𝜓 و ،(Гаочек, 2000) دهد(می ارائه را حرارتی انتشار به مومنتم انتشار توسط انتقال کارایی

 .(Mekawy, 2003) است خطی اول تقریب به

( 1۵) رابطه باشد، بزرگ کافی یاندازه به چرخش یزاویه سرعت اگر شود،می مشاهده که طورهمان

 برای را بولتزمن ثابت ،(1۵) بررسی رابطه در که باشید داشته توجه چنینهم. آیدبدست می خوبی به

درجه  بدست آید،( 1۵)اختلف رابطه  اگر. کردیم درجه حرارت معرفی مقیاس به خودیهخودب انتقال

 باشد، شده شناخته ویسکوزیته تغییر قانون اگر دریافت کرد.( 1۴) معادله حل از توانمی را ∗𝑇 حرارت

 .(Jin-Bau, 2021) کرد انتخاب توان -قانون  قالب در را، شده ایجاد تجربی وابستگی توانمی

𝜂 = 𝜂0 (
𝑇0

𝑇
)

𝜇

                                      (1۶) 

واضح از  وابستگی کردن تعویض با توانمی را( 1۴) معادله. است شده نماد شناخته یک -  𝜇جااین

 :که آیدمی بر چنین( 1۴)از معادله  نتیجه در. کرد حل راحتی به( 1۶) رابطه

𝑥 = 1 −
𝑎

𝑥𝜇
                                      (17) 

𝑥 پارامتر بدون بعد جااین = 𝑇0/𝑇 -  عنوان یک افاده قابل قبول معرفی شده است.به 

𝑎 =
21𝜔2𝛿2𝜂0

3𝑘𝐵𝑇0𝑘
                                     (1۸) 

 یک ینقطه در راست و چپ سمت در تابع دو هر که داد خواهد جواب صورتی در تنها( 17) معادله

 .شودمی تعیین( 17) معادله طرف دو هر مشتقات بودن مساوی شرط از که باشند داشته مماس

𝑥0 = (𝑎𝜇)
1

1+𝜇                                     (19) 

 :باشد برقرار شرط زیر که دارد وجود صورتی در تنها معادله حل راه بنابراین،

(𝑎𝜇)
1

1+𝜇 > 1                                     (20) 

𝑥تعریف  با مطابق. ندارد وجود حرارتی نشود، برآورده( 20) شرط اگر = 𝑇0/𝑇، توانمی راحتی به 

< 𝜇 شرط دو که است زمانی مورد ترینترین و منطقیجالب که فهمید < 𝛼 و 1   داشته وجود 1 
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 به تواندمی واقع در چرخش حال در توپ که ثابت و بدون تغییری درجه حرارت حالت،این در. باشد

 که: بود خواهد( 19) برسد، مطابق رابطه آن

𝑇∗ = (𝑎𝜇)
1

1+𝜇𝑇0                                     (21) 

 عددی وسکوزیته تخمین 

= 𝜔چرخش فریکونسی 105𝑠𝑒𝑐−1  ،دینامیکی ویسکوزیته 𝜂0  =  10−2  𝑁𝑠𝑒𝑐 𝑚2⁄ناحیه ، 

 ،(شودمی گرفته نظر در ترموستات یک که آن سطحی یلایه با توپ حجم عمل متقابل ناحیه یا) انتقال

= 𝛿 مشخصه اندازه دارای  10−3𝑐𝑚 ، درجه حرارت 𝑇0  =  300 𝐾، حرارتی هدایت ضریب  𝑘 =

 1020 (𝑐𝑚 𝑠𝑒𝑐)−1 ، بولتزمن ثابت 𝑘𝐵 =  1.38 10−16𝑒𝑟𝑔 /𝐾. عددی تخمین به نتیجه باشد. درمی 

 که: رسیممی زیر

𝑎 =
32 ∙ 1010 ∙ 10−16 ∙ 10−2

3 ∙ 1.38 ∙ 10−16 ∙ 300 ∙ 1020
≈ 1.9 > 1                                     (22) 

 مقدار. داشت نخواهد وجود حرارتی هیچ باشد، کم توپ چرخش فریکونسی اگر که باشید داشته توجه

 نمایی قانون دانستن ( و با1شکل)باتوجه به توانمی را( 21) مطابق رابطه درجه حرارت مخصوصه

 . زد تخمین درجه حرارت افزایش با ویسکوزیته کاهش

 
 .(Padmanabhan, 2006) دهدکه کاهش ویکسویزیته با افزایش درجه حرارت را نشان می است ی: دیاگرام1شکل

 متنوع و رایج درجه حرارت بسیار به دینامیکی ویسکوزیته ضریب هایوابستگی ،𝜇 باتوجه به توان

 .(Padmanabhan, 2006) شودمی توصیف وسکوزیتهکاهش  نمایی قوانین با اا اکث  که است

𝜂(𝑇) = 𝜂0𝑒𝑥𝑝
Δ𝐸

𝑇
                                    (2۳) 
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 درجه حرارت از مستقل عملا ثابت یک 𝜂0 و است مایع هایمالیکول سازیفعال انرژی - Δ𝐸 جااین

 در( 2۳) و( 1۶)رابطه  هایوابستگی که است واضح کاملا. است ویسکوزیته بعد دارای که است

وابستگی به  انتخاب به ما ،بنابراین و هستند مشابه بسیار کیفی نظر از خاص درجه حرارت هایمحدوده

. (Stokes, 2000) شد پیشنهاد مثال بالا در که طورهمان گرفتیم. تصمیم( 1۶) مطابق رابطه ،توانقانون 

 که: ( داریم1۶( و باتوجه به معادله)1۴با برگشت به معادله)

�̇� = −𝑥 + 1 +
𝑎

𝑥𝜇
                                   (2۴) 

 :است  𝜏 بعد بدون زمان به توجه تفاوت با معنای جا علمت نقطه بهاین

𝜏 =
𝑘

𝛿2𝐶𝑝

𝑡                                   (2۵) 

 :نوشت تری کلی شکل به راحتی به توانمی را، بالا در شده معرفی بعد بدون پارامتر

𝑎 =
32𝜌𝛿2𝜔2

3𝑇0𝐶𝑝

𝜓(𝑃𝑟)                                   (2۶) 

𝑃𝑟 جا این = 𝜈/𝜒 است پراندتل)عدد بدون بعد( عدد (Гатчек, 2000). 

 زمان مشخصه حرارت

 که: داریم ثابت، نقطه یک نزدیک (2۴معادله) نوشتن با 

�̇� ≈ 𝛾(𝑥 − 𝑥∗) + 𝛽(𝑥 − 𝑥∗)2                                  (27) 

𝛾 آن در که = 1 + 𝜇  و𝛽 = (1 + 𝜇)/𝑎1/(1+𝜇)  .درجه  آن از پس که یمشخصه زمان بنابراین،است

 :زد تخمیناین فرمول  از استفاده با توانمی را رسدمی حداکث حرارت به

𝑡̅ ≈
(1 + 𝜇)𝛿2

𝜒
                                    (2۸) 

 :( داریم20)با راه حل نارملیزیشن معادله

𝑇∗ = 𝑇0𝑎1/(1+𝜇) (1 +
1

𝜇
) 

 درجه حرارت تغییر به توجهی قابل طور، به(2۸)رابطه  مطابق حرارتی زمان که باشیم داشته باید توجه

 .(Гнабаев, 2019) دارد بستگی ویسکوزیته در

 خاص هایجریان از برخی

 آورد دست بهبه این شکل  لاپلس تبدیل حوزه در توانمی را سخت کره سطح بر عمل یمومنت قوه

(Севастьянов, 2013): 

𝑇𝑧 = 2𝜋𝑎3 ∫ 𝑡𝑟𝜙|
𝑟=𝑎

𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑑𝜃
𝑥

0

                                        (29) 
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 :توان به شکل زیر ساده کرداین را می

𝑇𝑧(𝑡) =
−8𝜋𝑎3𝜇𝛼

(𝛼 + 3)
(𝛺(𝑠) +

𝛼𝑠𝛺(𝑠)

3(𝑠 + ((𝛼 + 3)/𝑎)√𝑠𝜈 + (𝛼 + 3)𝜈/𝑎2)
)       (۳0) 

𝛼 اگر → بررسی  را رامسکریسنا توسط شدهداده لغزش بدون حالت برای آمدهدستبه نتایجباشد،  ∞

 .(Mazur, 1998) کنیممی

𝑇𝑧(𝑡) =
−8𝜋𝑎3𝜇𝛼

(𝛼 + 3)
(𝛺(𝑠) +

𝛼𝑠𝛺(𝑠)

3(𝛼√𝑠𝜈 + 𝜈)
)                                 (۳1) 

 که: رسیممی آن به ،(۳0رابطه) معکوس لاپلس تبدیل گرفتن نظر در با

𝑇𝑧(𝑡) =
−8𝜋𝑎3𝜇𝛼

(𝛼 + 3)
 +

𝛼

3
𝐿−1 {[(𝑠 𝛺(𝑠) + (𝛼 +

(𝛼 + 3)

𝛼
√𝑠𝜈 +

(𝛼 + 3)

𝛼2
))]

−1

}   (۳2) 

 .دهدمی نشان را معکوس لاپلس اپراتور 𝐿−1 آن در که

 معکوسهمراه با تبدیل لاپلس  (Вопросу, 2019)( convolutionحلقه ) قضیه از استفاده با

(Сидаров, 2008) مولفار  در معکوس لاپلس تبدیل توانیمیسازی کانتور، مپارچهبا کمک یک 

 :آوریم بدست زیر شکلبه را (۳1)

𝑇𝑧(𝑡) = −8𝜋𝑎3𝜇𝛼 [𝛺(𝑡) + ∫ (
𝑑𝛺

𝑑𝜏
+ 𝛺(0)) 𝐹(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

]                         (۳۳) 

 داریم که: جااین

𝐹(𝑡) =
𝑎3

3𝜋𝜈√𝜈
+ ∫

√𝑥𝑒−𝑥𝑡

(1 − 𝑥𝑎2/𝜈(𝑎 + 3))2 + 𝑥𝑎2/𝜈
𝑑𝑥

∞

0

                         (۳۴) 

 جریان در که یکره روی بر کنندهعمل یکل مومنتم آوردن بدست برای توانمی را (۳2)کلی رمولاف

 .کرد استفاده چرخد،می نواختغیریک یزاویه سرعت با استوکس چسبناک مایع

𝛼 محدود حالت در توانمی را لغزش عدم مورد →  :کرد بازیابی زیر شکل به ∞

𝑇𝑧(𝑡) = −8𝜋𝑎3𝜇 [𝛺(𝑡) +
𝜔𝑎3

3𝜋𝜈√𝜈
∫ (

𝑑𝛺(𝜏)

𝑑𝜏
+ 𝛺(0)) ∫

√𝑥𝑒−𝑥𝑡(𝑡−𝜏)

(1 −
𝑥𝑎2

𝜈
)

∞

0

𝑑𝑥𝑑𝜏
𝑡

0

]       (۳۵) 

 یک در پیوسته طوربه که 𝑎 شعاع با ،سخت کره یک روی برکه به دست آوردن نتیجه مومنتمی برای

𝛺(𝑡) چرخد،می یلغزش جریان مرزی شرایط با چسبناک مایع = 𝛺0 و ثابت را 𝑡 →  در را ∞

 :دهیممی قرارشکل زیر به (۳۳رابطه)

𝑇𝑧(𝑡) =
−8𝜋𝑎3𝜇𝛼𝛺0

(𝛼 + 3)
                                         (۳۶) 

 .کنیممی استفاده نواختغیریک چسبناک مایع هایجریان از برخی برای
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 حرکت به شروع یزاویه سرعت با سخت کره که کنیممی فرض جااین در. میرایی( )اهتزاز1 مورد

 :کندمی

𝛺(𝑡) = 𝛺0𝑒−𝜔𝑡𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑡)                                 (۳7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  (Франкбаев, 2016) 1: مومنت روی کره برای مورد 2شکل

 :شودداده میشکل زیر هبشود که بر روی کره اعمال می مومنتیحالت، در این

𝑇𝑧(𝑡) =
−8𝜋𝑎3𝜇𝛼𝛺0

(𝛼 + 3)
  {𝑒−𝜔𝑡𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑡) + 𝜔

𝜔𝑎3

3𝜋𝜈√𝜈
    

+ ∫ 𝑒−𝜔𝑡𝑐𝑜𝑠((𝜔𝑡) − 𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑡))𝐹(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

}                   (۳1) 

 است.اهتزاز ی سرعت زاویه ωی مشخصه و سرعت زاویه 𝛺0که در آن 

ی شکل زیر شروع کنیم که کره با سرعت زاویهدر حالت خاص دوم فرض میشتاب(. سرعت ) 2مورد 

 کند:چرخش میبه 

𝛺(𝑡) = 𝛺0{𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑡 + 𝑐)}                                 (۳۸) 

 یک ثابت دلخواه است 𝑐که در آن 

 
 .(Сивухин, 2011)  2 : مومنت روی کره برای مورد۳شکل
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 حالت به شکل زیر است:مومنت در این

𝑇𝑧(𝑡) =
−8𝜋𝑎3𝜇𝛼𝛺0

(𝛼 + 3)
 {(𝜔𝑡 + 𝑐) +

𝜔𝑎3

3𝜋𝜈√𝜈
              

∫ ∫
√𝑥𝑒−𝑥𝑡

(1 − 𝑥𝑎2/𝜈(𝑎 + 3))2 + 𝑥𝑎2/𝜈

∞

0

𝑑𝑥𝑑𝜏}
𝑡

0

                (۳9) 

 :چرخدمی ییزاویه سرعت با یضربه صورتبه کره کنید فرض. ضربه( )چرخش ۳ مورد

𝛺(𝑡) = 𝛺0𝐻(𝑡)                                 (۴0) 

 گذاریهیوساید نام اولیور نام به که است ییپله تابع است، یعنی یک Heaviside تابع 𝐻(𝑡) آن در که

 است یک مثبت هایآرگومنت برای و صفر منفی هایآرگومنت برای آن مقدار که است شده

(Вопросу, 2019). 

 
 .(Сивухин, 2011) ۳ : مومنت روی کره برای مورد ۴شکل

 :آیدگونه به دست میکلی این مومنت 

𝑇𝑧(𝑡) =
−8𝜋𝑎3𝜇𝛼𝛺0

(𝛼 + 3)
  {𝐻(𝑡) +

𝜔𝑎3

3𝜋𝜈√𝜈
              

∫
√𝑥𝑒−𝑥𝑡

(1 − 𝑥𝑎2/𝜈(𝑎 + 3))2 + 𝑥𝑎2/𝜈

∞

0

𝑑𝑥𝑑𝜏}                (۴1) 

 هایافته

، (Franco, 2010) استوکس –ناویر دهد که، سیستم معادلات نشان میهای کیفی این مقاله براساس یافته

 و(Гладков, 2009) ائتلفکثافت تابع ، معادله (Lawrence, 2012) معادله حرارت غیرثابت

که  جسم کروی در مایع چسپناک در طول پروسه حرکت، (Гнабвев, 2019) پلسلا گر عمل

نقش به تدریج زیاد شود،  مایعدرجه حرارت سطح  تا تواند مدت زمان نسبتاا زیادی طول بکشدمی

جسم  پیهم و بلفاصله در مجاورت سطحصورت بهدر ویسکوزیته  کارتغییر خود اساسی داشته و یک 

طور قابل روسه اولاا غیر ثابت و ثانیاا بهبه این معنی است که پو این دقیقاا دهد را نشان می و سطح مایع 
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 کندزیرا ویسکوزیته شروع به وابستگی به درجه حرارت می ؛توجهی غیرخطی خواهد بود

(Глесстон, 1999)ه ک کروی  له محاسبه تغییر ناپایدار درجه حرارت سطح جسمأ. در این مقاله مس

مرور  چرخدمی 𝜂در محیطی با ویسکوزیته دینامیکی  𝜔ی ثابت طور نامحدود با سرعت زاویهبه

چسپناک در  سطح مایعدر با حرکت انتقالی شان توپ صورت واضح نشان داده شد که هگردیده و ب

 فریکونسی اگر. برعکس (Mei, 2007) یابدنتیجه اصطکاک، درجه حرارت سطح آن افزایش می

 .(Карслоу, 2007) داشت نخواهد وجود حرارتی هیچ باشد، کم توپ چرخش

 مناقشه و بحث

که به دلیل حرکت توپ در یک  واضح گردیدکاملا  معادله وسکوزیتهاز  با توجه به اهداف تحقیق

 هایجریاندر عین حال  یافته ودرجه حرارت سطح آن افزایش محیط چسپناک در نتیجه اصطکاک، 

ما نتیجه  استوکس-ناویربا ادغام نتیجه . شودظاهر می گسترده طوربه ناپایدار ناپذیرتراکم چسبناک مایع

، نظر به زمان به وابسته خواهدل با محور متقارن حرکت یک در کره یک بر شده وارد قوهگرفتیم که، 

 قابل تجزیه و تحلیل است.جهت اعمال آن 

ناک با سپو غیرخطی یک جسم کروی که در یک مایع چ پایدارنا حرارت به وضوح نشان داده شد که

 قیر محیط چسپندگیدر مقایسه با تحقیقات قبلی )مقایسه بین میزان  ،چرخندیمی ثابت سرعت زاویه

های که بعد از  افتهزیادی است. یمنظر ماهیتی دارای تقارن  ز( امحیطی شرایط تابع به آب محیط و

 درجه یک داشتن با که ، این استاز مطالعات و نتایج تجارب متعدد بدست آمدمرور این عنوان 

 با مقایسه در که گیرد بر در را سال دهبیشتر از  حدود تواندمی قیر قطره یک ریزش نورمال، حرارت

2۳1 حدود آب، هایقطره ریزیش ×  پوهنتون که درتجاربیکه در حالی .است بیشتر برابر 109

2۳0محدوده  دقیقاا میلدی انجام یافت  1927 سال در استرلیا کشور کوئینزلند ×  داد. را نشان می 109

طور قابل توجهی غیر ثابت و حرارت یک پروسه ناپایدار و به سهتوان فهمید که پرو به راحتی میپس 

تواند مدت زمان نسبتاا زیادی طول بکشد، حرکت، که میدر واقع، اگر در طول پروسه . غیرخطی است

درجه حرارت سطح جسم به تدریج زیاد شود، در نتیجه در اثر تماس سطح با محیط، درجه حرارت 

و متوالی محیط در مرز تماس نیز باید افزایش یابد. دومی مستلزم یک تغییر خودکار در ویسکوزیته 

طور پروسه اولاا غیرثابت و ثانیاا بهو این دقیقاا به این معنی است که  بلفاصله در مجاورت سطح است

 .کندزیرا ویسکوزیته شروع به وابستگی به درجه حرارت می ؛قابل توجهی غیرخطی خواهد بود



 
 87 مجله زهینڅېړ  -علمي علومو عيیطب د پوهنتون کابل د

ه به سطح جسم کروی کتغییر ناپایدار درجه حرارت  یله محاسبهمسأدر این مقاله به طور خلصه هب

بحث گردید  ،چرخدمی 𝜂در محیطی با ویسکوزیته دینامیکی  𝜔ی ثابت سرعت زاویهطور نامحدود با 

 یک در سطحی لغزش شرایط با سخت کره یک ناپایدار آهسته و حرکتدریافت گردید که چنان همو  

 رابطه مستقیم دارد. چسبناک مایع جریان

 گیرینتیجه

 کرد: گیرینتیجه توانمی خلصه طوربه صورت گرفته است، ی کهمطالعاتبر مبنای 

 میزان وابستگی و کندمی توصیف را درجه حرارت ناپایدار رفتار که آمد دست به یمعادله -

 .نمایدمحاسبه می ویسکوزیته به درجه حرارت غیرخطی را

 حرارتی هیچ باشد، کم توپ چرخش فریکونسی بررسی قانون نمایی الگوریتم نشان داد که، اگر -

 داشت. نخواهد وجود

 مورد ثابت یزاویه چرخش حال در توپی یک درجه حرارتپایدار و نا غیرثابت افزایش روند -

 .شد پیدا گرمی، عنوان عامل کاهشدرجه حرارت به یمحدودکننده مقدار و گرفت قرار مطالعه

چسپناک در نتیجه اصطکاک،  سطح مایعدر با حرکت انتقالی شان توپ ها نشان داد که بررسی -

 .یابددرجه حرارت سطح آن افزایش می

 درجه حرارت، مقدار افزایش با که از تجزیه و تحلیل وضعیت فزیکی مایعات مشخص شد -

 .یابدمی کاهش ویسکوزیته

که  تفهیم گردیدبه راحتی پ روی سطح مایع چسپناک از عملکرد دینامیکی و ترمودینامیکی تو  -

 .طور قابل توجهی غیرثابت و غیرخطی استروسه ناپایدار و بهسه حرارت یک پپرو 

پ روی سطح میخانیکی تو  واضح گردید که  انرژی استوکس-معادلات ناویربراساس اثر ائتلف و  -

مانند  غیرمیخانیکی انرژی دیگر اشکال است و به همیشه رو به کاهش مایعی دارای وسکوزیته

  .شودمی تبدیل حرارت

 توانمی که ایمآورده دست به کلی فارمول و ایمکرده اعمال را لغزش شرایط مقاله، این هم چنین در

مایع  جریان در نواختغیریک یزاویه سرعت با کهییکره روی مومنت ارزیابی برای آن از

 خاص مورد یک عنوانبه توانمی را لغزش بدون کلسیک مورد. کرد استفاده چرخد،می چسبناک

∞ محدود مورد در ما کار از → 𝑎 طوربه کهییکره روی بر کهییقوه براین، علوه. کرد بازیابی 

 مقاله این ۳ مورد از توانمی را کنند می عمل کند،می حرکت چسبناک مایع جریان در متوالی

 حالت مومنت یا مومنت در که گیریممی نتیجه 2 شکل از. آورد دست باشد به ∞ → t که زمانی
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 نشان شتاب سرعت مورد در مومنت همچنین،. رسدمی صفر به کوتاهی مدت از پس اهتزاز میرایی

 از پس که دهدمی نشان ۴ شکل. یابدمی افزایش زمان با خطی صورتبه ۳ شکل در شده داده

 متوجه ۴ و ۳ ،2 هایشکل از. کندمی میل پایدار حالت به مومنت کوتاهی بسیار زمان مدت

𝑎 کهزمانی یعنی کامل، لغزش حالت در مومنت که شویممی → . است صفر کاملا باشد، 0

 .یابدمی افزایش لغزش پارامتر افزایش با کلی مقادیر که کردیم مشاهده چنین،هم
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