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شوې بڼې وړاندې کړو، په دې  ېښ نوپه دې څېړنه کې زموږ موخه دا ده چې د مشتق وړ تابعګانو لپاره د کلاسیکو انټیګرالي غیرمساواتو 

الي غیرمساوات له تعمیم شوې هارمونیکي محدبیت ځانګړتیا ولري. د دې هدف لپاره د هولډر د انټیګر –تابعګانې د حسابي اشرط چې د

ترلاسه شي.  ونهغیرمساوات تعمیم شوياو  يایشچن غیرمساوات څخه استفاده شوې ده، تر څو د داسې تابعګانو لپاره نو –بڼې او د هولډر

م راکموي. دغه پایلې د انټیګرالونو د محاسبې د خطا د سرحدونو په ټاکلو کې مهم رول لري او د پخوانیو غیرمساواتو د خطا حدود ه

د ځینو مهمو ریاضيکي اوسطونو لکه حسابي،  ونهسربېره پر دې، د پایلو د تطبیقي ارزښت د ښودلو لپاره ترلاسه شوې غیرمساوات

هارمونیکي او لوګارتمي اوسط لپاره تطبیق شوي دي. دا تطبیقات ښيي چې وړاندې شوې پایلې نه یوازې نظري ارزښت لري، بلکې د 

 .تطبیقي څېړنو لپاره هم اغېزمن بنسټ برابروي راتلونکو تحلیلي او
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This study aims to derive improved forms of classical integral inequalities for differentiable functions 

possessing the property of arithmetic–harmonic convexity. To achieve this objective, a generalized version 

of Hölder’s integral inequality together with the Hölder–İşcan inequality is used to establish new 

inequalities for such functions. These results play an important role in determining bounds for errors 

arising in the approximation of integrals. The obtained inequalities not only reduce the error bounds 

associated with previously known integral inequalities but also provide a framework for deeper 

mathematical analysis of certain convex functions. Furthermore, to demonstrate the applicability of the 

theoretical results, the derived inequalities are applied to several mathematical means, including the 

arithmetic, harmonic, and logarithmic means. These applications demonstrate that the results presented 

here have both theoretical significance and practical usefulness, providing a basis for further analytical 

and applied research on integral inequalities. 
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 سریزه
 .جمعینأ صحابه أ الحمد لله رب العالمین و الصلوة و السلام علی سید المرسلین و علی آله و 

نظریه په تېرو څو لسیزو کې د نظري او تطبیقي علومو په بېلابېلو برخو لکه ریاضیات،  د محدبیت

توګه راڅرګنده شوې ده، چې له فزیک، اقتصاد او انجنیري کې د یوې بنسټیزې او تحلیلي وسیلې په 

. (Işcan, 2019; Kashuri et al., 2022) څېړل شوي دي او تحلیل لارې یې ګڼ مهم مفاهیم او غیرمساواتونه

د تابع ګانو د ښه تحلیل په موخه څېړونکو د تابع ګانو مختلف کلاسونه را منځته کړي دي. د دې 

د علمي اړتیاوو او بېلابېلو مسایلو ن شوي دي. بیا کلاسونو ډېری ېې د تحدب د ځانګړني په مرسته بیا

 بیان شویو کلاسونو ته پراختیا ورکړل شوې دهپر بنسټ ي میتودونو په ګڼو تعمیم د حل لپاره د

 (Baidar et al., 2023 د کلاسونو بیان د نورو ګټو ترڅنګ دې ته لاره هواره کړې ده، چې د مختلفو .)

مساواتونه تشکیل او د تخمیني انټیګرالونو د خطاء د سرحدونو په معلومولو تابع ګانو لپاره انټیګرالي غیر 

مساواتو  نه یوازې د ریاضيکي غیر (. دې کارBaidar & Kunt, 2023; Işcan, 2019کې مرسته وکړي )

او  قوت، کاروني، بلکې د محدبو تابع ګانو د نظریې د ړي ديلوري رامنځته ک په برخه کې نوي لید

 په دې اړه د ترسره شویو کارونو لپاره. ېدلی دیل هم ګرځپراختیا لام

 (Gordji et al., 2014; Hezenci & Budak 2023; Zhang & Qi, 2014, Baidar & Kunt, 2024) 

سربیره پردې د انټیګرالي نامساوي ګانو د تشکیل او مطالعې لپاره هم د تحدب له  .مراجعه وکړئ ته

د مشتق د مفهوم تابع ګانو د تحدب مفهوم د تحلیل لپاره اسانه لار مفهوم څخه ګټه اخیستل کېږي. د 

ده. خو ځینې تابع ګاني شتون لري، چې په ځینو نقطو کې مشتق نه لري او د دې ډول تابع ګانو  کارونه

انټیګرالي د تحدب مطالعه د مشتق په مرسته ستونزمنه کوي. د دې کار لپاره بدیله لاره د لاندې 

ونه ده، چې د غیرمساواتو د نوې تیورۍ بنسټیز مفاهېم ګڼل کېږي. د دې نامساوي ګانو غیرمساواتو کار 

 د هر میټ له خوا په لاندې ډول بیان شوې ده: م کال کې  1883له ډلې یوه ېې په 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑎 − 𝑏
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

,         𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼   𝑎 < 𝑏                   (1) 

 . نامساوي بیان کړهح لپاره لاندې ېم کال د محدبیت د مفهوم د تشر 18۹6 بیا په ډامار ډورپسې ها 

1

𝑎 − 𝑏
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
                                        (2) 

  بیا په دې شکل لیکل کېږي.ګډه بڼه  غیرمساواتونود دغو دوو 
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𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑎 − 𝑏
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
,                           (۳) 

 یادېږيپه نوم د نامساوي هادامارډ  -د هرمیټپه ریاضياتو کې معمولاً  یاده نامساوي چې

 (Zhang & Qi, 2014; Dragomir & Pearce, 2003) . 

اسان  ل لپاره یود اټک قیمت متوسطیا مقعرې تابع د تابع بې محد متماديد یوې غیرمساوات  (3) 

د دې نامساوي په مرسته مختلفي انټیګرالي وروستیو کلونو کې  دې په چوکاټ وړاندې کوي.تقریبي 

نامساوي ګاني وړاندې شوي دي، چې د انټیګرالونو د تخمین د خطاء د سرحدونو په ټاکلو کې ورنه 

 (.Kadakal & Bekar, 2019; Dragomir & Agarwal, 1998; Baidar et al., 2023) ګټه اخیستل کېږي

انټیګرالي نامساوي ګانو په نوې تیورۍ کې د نامساوي ګانو د تشکیل لپاره د تحدب پر مفهوم سربیره  د

  .(Maden et al., 2017) نټیګرالي نامساوي نه هم ګټه اخیستل کېږيکلاسیک ا له لاندې هولډرد 

∫ |𝑓. 𝑔|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ (∫|𝑓|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

(∫|𝑔|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑞

 ,                              (۴) 

داسې چې 
1

𝑝
+
1

𝑞
=  دی. 1

ساوات (4)د  (İşcan, 2019)چن شم کال کې امداد ای 201۹په  شوې بڼه په غیرم ښه  ډول لاندې  یوه 

 بیان کړه:

 ∫ |𝑓. 𝑔|𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤

1

𝑏−𝑎
 

[
 
 
  (∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎
)

1

𝑝
(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑔|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎
)

1

𝑞

+(∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓|𝑝𝑑𝑥
𝑏

𝑎
)

1

𝑝
(∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑔|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎
)

1

𝑞

]
 
 
 
,         (۵) 

داسې چې 
1

𝑝
+
1

𝑞
=  دی.1

 یوه نوې غیرمساوات نټیګراليکلاسیک ا لډرد هو  (Kırmacı, 2023)کرماجيمیلادي کال کې  2023 په

د کارونې ساحه نوره هم پراخه کړي. دا نوې بڼه  وغیرمساواتڅو د دې تر کړه،  ترلاسهشوې بڼه  تعمیماو 

 انټیګرالياو مختلفو لګي ټو  خهپرا هیو د  نوګا تابع د محدودیتونه کموي او مساوات غیر پخواني د

او دقیقو اټکلونو  کوارزښتناد برخو کې  د ریاضیاتو په مختلفو، چې شوې بڼه دهتعمیم  لپارهشرایطو 

 د یادي نامساوي بیان په دې ډول دی: برابروي؛زمینه 

𝑝𝑖که   > 0, 𝑠 ≥ ∑او  1
1

𝑠𝑝𝑖

𝑚
𝑖=1 =  وي ، نو لیکلای شو  1
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∫ (∏𝑓𝑖(𝑥)

𝑚

𝑖=1

)
𝑏

𝑎

1
𝑠

 𝑑𝑥 ≤  ∏(∫ 𝑓𝑖
𝑝𝑖(𝑥)

𝑏

𝑎

 𝑑𝑥)

1
𝑠𝑝𝑖

𝑚

𝑖=1

,                         (6) 

ټیګرالي نامساوي ګانو دتشکیل نویو میتودونو ته په کتو د انـد محدبو تابع ګانو د مختلفو کلاسونو لپاره 

څیړنیره مقاله کې ځیني نوې انټیګرالي نامساوي ګاني په لاندې ډول بیان  (Maden et al., 2017)په 

 شوې دي. 

:𝑓فرض کړئ چې قضیه: . 1 𝐼 ⊆ 𝑅 ⟶ 𝑅  د𝑛 ∈ 𝑁  لپاره په𝐼0  باندې𝑛- ځلې مشتق وړ مپینګ او 

 𝑎 , 𝑏 ∈ 𝐼0 , 𝑎 < 𝑏 , 𝑓(𝑛) ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏]  د وي، نو 

∑(−1)𝑘
𝑛−1

𝑘=0

(
𝑓(𝑘)(𝑏)𝑏𝑘+1 − 𝑓(𝑘)(𝑎)𝑎𝑘+1

(𝑘 + 1)!
) − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
(−1)𝑛+1

𝑛!
∫ 𝑥𝑛𝑓(𝑛)(𝑥)𝑑𝑥 ,
𝑏

𝑎

  

 . (Maden et al., 2017) اوات صدق کويمس

:𝑓چې  ،فرض کړئ قضیه: .2 𝐼 ⊆ (0,∞) ⟶ 𝑅  د𝑛 ∈ 𝑁  لپاره په𝐼0  باندې𝑛-  ځلې مشتق وړ

, 𝑎تابع او  𝑏 ∈ 𝐼0 , 𝑎 < 𝑏 .که  په دې صورت کې وي𝑓(𝑛) ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] او د𝑞 ≥ |𝑓(𝑛) |لپاره  1
𝑞

 

, 𝑎]په  𝑏] ،دنو  باندې محدبه تابع وي 

|∑(−1)𝑘
𝑛−1

𝑘=0

(
𝑓(𝑘)(𝑏)𝑏𝑘+1 − 𝑓(𝑘)(𝑎)𝑎𝑘+1

(𝑘 + 1)!
) − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
1

𝑛!
(𝑏 − 𝑎)𝐿𝑛𝑝

𝑛 (𝑎, 𝑏)𝐴
1
𝑞 (|𝑓(𝑛)(𝑎)|

𝑞
, |𝑓(𝑛)(𝑏)|

𝑞
).  

 .(Maden et al., 2017) غیرمساوات صدق کوي

:𝑓ې چ ،فرض کړئ قضیه: .3 𝐼 ⊆ (0,∞) ⟶ 𝑅  د𝑛 ∈ 𝑁  لپاره په𝐼0  باندې𝑛-  ځلې مشتق وړ

, 𝑎تابع او  𝑏 ∈ 𝐼0 , 𝑎 < 𝑏 که  . په دې صورت کېوي 𝑓(𝑛) ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] او د𝑞 > |𝑓(𝑛) |لپاره  1
𝑞

 

, 𝑎]په  𝑏] د باندې محدبه تابع وي، نو 

|∑(−1)𝑘
𝑛−1

𝑘=0

(
𝑓(𝑘)(𝑏)𝑏𝑘+1 − 𝑓(𝑘)(𝑎)𝑎𝑘+1

(𝑘 + 1)!
) − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
1

𝑛!
(𝑏 − 𝑎)

1
𝑝 {|𝑓(𝑛)(𝑏)|

𝑞
[𝐿𝑛𝑞+1
𝑛𝑞+1(𝑎, 𝑏) − 𝑎𝐿𝑛𝑞

𝑛𝑞 (𝑎, 𝑏)]

+  |𝑓(𝑛)(𝑎)|
𝑞
[𝑏𝐿𝑛𝑞

𝑛𝑞(𝑎, 𝑏) − 𝐿𝑛𝑞+1
𝑛𝑞+1(𝑎, 𝑏)]}

1
𝑞 .  
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 .(Maden et al., 2017) غیرمساوات صدق کوي

:𝑓چې  ،فرض کړئ . قضیه:۴ 𝐼 ⊂ (0,∞) ⟶ 𝑅  د𝑛 ∈ 𝑁  لپاره په𝐼0  باندې𝑛-  ځلې مشتق وړ

, 𝑎تابع او  𝑏 ∈ 𝐼0 , 𝑎 < 𝑏  .په دې صورت کې کهوي 𝑓(𝑛) ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] او د𝑞 > |𝑓(𝑛) |لپاره  1
𝑞

 

, 𝑎]په  𝑏]  د تابع وي، نومحدبه باندې 

|∑(−1)𝑘
𝑛−1

𝑘=0

(
𝑓(𝑘)(𝑏)𝑏𝑘+1 − 𝑓(𝑘)(𝑎)𝑎𝑘+1

(𝑘 + 1)!
) − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
𝑏 − 𝑎

𝑛!
𝐿𝑛𝑝
𝑛 (𝑎, 𝑏) |𝑓(𝑛) (

𝑎 + 𝑏

2
)| .  

 .(Maden et al., 2017) غیرمساوات صدق کوي

 دې ته ورته د لاندې عینیت

𝐼𝑓(𝑎, 𝑏) = (𝑓(𝑏)𝑏 − 𝑓(𝑎)𝑎) − ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 =  ∫ 𝑥𝑓′(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥,               (۷) 

د انټیګرالونو د خطاء سرحدونو د ټاکلو لپاره  هارمونیکي محدبو تابع ګانو ـ د مشتق وړ حسابيپه مرسته 

 ;Kadakal et al., 2025; Maden et al., 2017)ځیني نوري نوې نامساوي ګاني ترلاسه شوي دي 

Wu, 2005) ، اوي ګانو له ډلي ېې ځینې په لاندې ډول دي. چې د دې نامس 

𝐾𝑥که  قضیه:.۵  = |𝑓
′(𝑥)| چې ، وي او فرض کړو𝑓: 𝐼 ⊂ (0,+∞) ⟶ باندې  𝐼0په  (∞+,0)

,𝑎یو د مشتق وړ مپینګ او  𝑏 ∈ 𝐼0 , 𝑏 > 𝑎  .که په دې صورت کې وي|𝑓′|  په[𝑎, 𝑏]  انټروال باندې

 دابع وي، نو يوه حسابي ـ هارمونیکي محدبه ت

 |𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤ {

(𝑏−𝑎)𝐺2(𝐾𝑎,𝐾𝑏)

𝐾𝑏−𝐾𝑎
(
𝑏𝐾𝑏−𝑎𝐾𝑎

𝐿(𝐾𝑎 ,𝐾𝑏)
− (𝑏 − 𝑎) ,   𝐾𝑎 ≠ 𝐾𝑏 

(𝑏 − 𝑎)𝐾𝑏𝐴(𝑎, 𝑏).                   𝐾𝑎 = 𝐾𝑏  
   

 . (Kadakal, et al.,2025) يو غیرمساوات صدق ک

𝐾𝑥که  قضیه:. ۶ = |𝑓
′(𝑥)| چې ، وي او فرض کړو𝑓: 𝐼 ⊂ (0,+∞) ⟶ باندې  𝐼0په  (∞+,0)

,𝑎یو د مشتق وړ مپینګ او  𝑏 ∈ 𝐼0 , 𝑏 > 𝑎  .په دې صورت کې کهوي |𝑓′|𝑞  په[𝑎, 𝑏]  انټروال

باندې يوه حسابي ـ هارمونیکي محدبه تابع او 
1

𝑝
+
1

𝑞
=   د وي، نو 1

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤

{
 

 
(𝑏 − 𝑎)𝐿𝑝(𝑎, 𝑏)𝐺

2(𝐾𝑎 , 𝐾𝑏)

𝐿(𝐾𝑎 − 𝐾𝑏)𝐿𝑞−1
𝑞−1(𝐾𝑎 , 𝐾𝑏)

1
𝑞 

 ,        𝐾𝑎 ≠ 𝐾𝑏 

(𝑏 − 𝑎)𝐾𝑏𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) .                  𝐾𝑎 = 𝐾𝑏 
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 .(Kadakal, et al.,2025) يکو غیرمساوات صدق 

𝐾𝑥: که قضیه. ۷ = |𝑓
′(𝑥)| چې ، وي او فرض کړو𝑓: 𝐼 ⊂ (0,+∞) ⟶ باندې  𝐼0په  (∞+,0)

,𝑎یو د مشتق وړ مپینګ او  𝑏 ∈ 𝐼0 , 𝑏 > 𝑎  .په دې صورت کې کهوي |𝑓′|𝑞 , 𝑞 ≥ ,𝑎]په  1 𝑏] 

 د  وي، نو انټروال باندې يوه حسابي ـ هارمونیکي محدبه تابع

 |𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤

{
 

 (𝑏−𝑎)𝐴1−
1
𝑞(𝑎,𝑏)𝐺2(𝐾𝑎 ,𝐾𝑏)

(𝐾𝑏
𝑞
−𝐾𝑎

𝑞
)
1
𝑞 

(
𝑏𝐾𝑏

𝑞
−𝑎𝐾𝑎

𝑞

𝐿(𝐾𝑎 ,𝐾𝑏)𝐿𝑞−1
𝑞−1(𝐾𝑎 ,𝐾𝑏)

− (𝑏 − 𝑎))

1

𝑞

,    𝐾𝑎 ≠ 𝐾𝑏 

(𝑏 − 𝑎)𝐾𝑏𝐴(𝑎, 𝑏).                                       𝐾𝑎 = 𝐾𝑏 

   

 .(Kadakal, et al.,2025) يو غیرمساوات صدق ک

د اټکل لپاره ګڼ شمېر  دحدونو سره له دې چې په تېرو دوو لسیزو کې د تقریبي انتګرالونو د خطا

ء د دقیقو او غوره خطاسته میتودنو په مر ، خو لا هم د دغو ړاندي شويوتحلیلي طریقې او غیرمساواتونه 

توابع د او د  انټیګرالي نامساوي ګانود  ټاکنه په بشپړه توګه نه ده ترسره شوې. په حقیقت کې حدونو

ګانو لپاره د دقیقو له بدلون سره د خطا حدود هم بدلېږي. دا څرګندوي چې لا هم د ځانګړو تابع کلاس

چې په دې برخه کې ، او اړتیا دهتشه شتون لري  همهمحدونو د موندلو په برخه کې د څېړنې یو  ءخطا

نامساواتو د انټیګرالي سره د  ستونزي ته په کتو په دې څېړنه کې .شيلا ژورې نظري څېړنې ترسره 

او  (Işcan, 2019چې په ) څخهد هغو بڼو  نامساواتو لډرد هو  جوړښت د دقیق تحلیل په موخه

(Kırmacı, 2023)  ،ا څیړني تحلیلي شکل لري، چېه اخیستل کېږي. د ګټمقالو کې بیان شوي دي 

 او څېړل دي. د جوړېدو څرنګوالی  نامساواتویو انټیګرالي د نو يې موخه اساسي

مقالو کې وړاندې شوې  (Kırmacı, 2023)او  (Işcan, 2019)په د دې هدف د ترلاسه کولو لپاره، 

ړ حسابي ـ هارمونیکي تابع ګانو لپاره نوي مشتق وباندې تطبیق کېږي، تر څو د عینیت  (۷)په  تنامساوا

وروسته ترلاسه شوې پایلې د پخوانیو څېړنو له نتایجو سره پرتله انټیګرالي غیرمساواتونه په لاس راشي. 

لاس ته راغلې پایلې د قضایاو او پایلو  .وټاکل شيېې  اغېزمنتیا اندازه او څو د کارونې د دقتتر کېږي، 

 په شکل بیانېږي. 

 مفاهیم لومړني
د اصلي پایلو د ترلاسه کولو لپاره لازمه ده، چې په دې برخه کې یو شمیر هغه اساسي مفاهیم چې د 

 پایلو په ترلاسه کولو کې ورنه ګټه اخلو، په لنډ ډول له نظره تېر کړو. 
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 ټېمحدب سـ 1 

له وصل  𝑞او  𝑝هرو دوو نقطو  سېټ د  𝑆که چیرې د ، ټ ته محدب سېټ وایيېیو س 𝑆کې د  𝑅𝑛په  

𝑝𝑞̅̅د  دا په دې مانا چېکې موقعیت ولري.  𝑆دو څخه لاسته راغلی مستقیم خط کاملا په ېک مستقیم  ̅

𝑡خط نقطې د هر  ∈ 𝑡𝑝 د لپاره [0,1] + (1 − 𝑡)𝑞  یعنې  لري،شکل: 

[𝑝, 𝑞] = {(𝑡𝑝 + (1 − 𝑡)𝑞} ∶  𝜆 ∈ [0,1]} 

𝑆د  یا په لنډه توګه ویلای شو، چې ⊆ 𝑅    سېټ وایي، که چیرې د هرسېټ ته محدب 

 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 او 𝑡 ∈ 1)لپاره  [0,1] − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦 ∈ 𝑆 وي (Eftekhari, 2014)  . 

 م کال کې د ډنمارکي ریاضي پوه جنسین 1۹06حسابي محدبیت مفهوم په لومړي ځل په  په اصل کې د

 ( J.L.W.V.Jensen)  ې د جنسن مساوات په ډول چ غیر . نوموړي دغه مفهوم د یومعرفي شوله خوا

. د یاد غیر مساوات ساده بڼه په لاندې ږي، وړاندې کړېپه نوم یاد (Jensen’s inequalityمساوات ) غیر

 ډول ده.

𝑓 (
𝑥1 + 𝑥2
2

) ≤
 𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2)

2
. 

:𝑓د جنسن  𝐷 → 𝑅  تابع د محدبیت لپاره دپورتني نامساوي رښتیاوالی کافي شرط بللی دی. د جنسن

د ( Convex Functionsګانو ) د محدبو تابعامساوات په مختلفو بڼو باندي تعمیم شوی او پورتنی ن

 لپاره ېې زمینه برابره کړې ده، په دې اړه د لازیاتو معلوماتو لپاره کارونې  پراخي

 (Baidar et al.,2023; Horvath et al., 2014 سرچینې او په یادو سرچینو کې ارجاع شو )سرچینې  ې

  .کتلای شئ

  محدبه تابعـ 2

:𝑓د  𝐼 = [𝑎, 𝑏] ⊂  𝑅 ⟶  𝑅  د هر تابع ته محدبه تابع وایي، که چیرې𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 = [𝑎, 𝑏] او 

 𝜆 ∈  پاره لاندې نامساوي ل [0,1]

𝑓[𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦] ≤ 𝜆𝑓(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑦),                              (8) 

دای ې، نیمه تړلی، تړلی او همدارنګه کانټروال ممکن خلاص 𝐼کې د  تعریفصدق کړي. په پورتنې 

𝜆دای شي ېک، همدارنګه نامحدود انټروال او یا حتی یوه نقطه وي، شي محدود ∈ وي. که په  (0,1)

𝑥پورتني غیرمساوات کې  ≠ 𝑦  وي، نو د𝑓 محدبې تابع ته دقیقا محدبه تابع وایي (Eftekhari, 2014) . 
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 ټېهارمونیکي محدب س ـ3

𝑆د  ⊂ 𝑅+ هررې د ېکه چ ،ټ وایيېته هارمونیکي محدب سټ ېس 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆  او د𝑡 ∈  لپاره  [0,1]

𝑥𝑦

𝑡𝑥+(1−𝑡)𝑦
∈ 𝑆 وي، (Awan et al., 2020; Shi & Zhang, 2013). 

 هارمونیکي محدبه تابع  ـحسابي ـ ۴

𝑓: 𝐼 ⊂ 𝑅 ⟶ که  ،هارمونیکي محدبه تابع وایيـ  په انټروال باندې حسابي 𝐼یوې تابع ته د  د(∞,0)

 چیرې د 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤
𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)

𝑡𝑓(𝑦) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑥)
, 

,𝑥 ∀غیرمساوات د  𝑦 ∈ 𝐼 او 𝑡 ∈  . (İşcan, 2014)له پاره صدق کړي [0,1]

 هارمونیکي محدبه تابع  ـ۵

𝐼که   ⊂ 𝑅\{0}  د حقیقي اعدادو یو انټروال وي، نو د𝑓: 𝐼 ⟶ 𝑅   تابع ته هارمونیکي محدبه تابع

,𝑥 هررې د ېچکه ، وایي 𝑦 ∈ 𝐼  او د𝑡 ∈  لپاره د [0,1]

𝑓 (
𝑥𝑦

𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦
) ≤ 𝑡 𝑓(𝑦) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑥),                              (۹) 

غیرمساوات علامه تغیر  (۹)لپاره د تابع  𝑓شرایطو سره د  یادورې د ېغیرمساوات صدق کړي. که چ

 . (İşcan, 2014)وکړي، نو دې تابع ته مقعره هارمونیکي تابع وايي

 د یانګ غیرمساوات ـ۶

1که   < 𝑝, 𝑞 <  داسې چې حقیقي عددونه دوه ∞
1

𝑝
+
1

𝑞
= ,𝑎 هروي، نو د  1 𝑏 ∈ 𝑅  لاندې لپاره

 نامساوي صدق کوي:

|𝑎𝑏| ≤
|𝑎|𝑝

𝑝
+
|𝑏|𝑞

𝑞
. 

 . (Kırmacı, 2023)په نوم یادېږيغیرمساوات د یانګ غیرمساوات پورتنی 

  یرمساواتد هولډر غ ـ۷

م کال کې د یوه  188۹چې په ، تعمیم یافته شکل دی ود هولډر غیرمساوات د کوشي شوارتز غیرمساوات

د دې نامساوات د مجزا بڼې بیان په . معرفی شوی دیخوا ه ( لOtto Hölderجرمني عالم اوټو هولډر )

 لاندې ډول دی:
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,𝑥1که  𝑥2 , 𝑥3 , … , 𝑥𝑛  او𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3 , … , 𝑦𝑛  1حقیقي اعداد او ≤ 𝑝 < ∞  ،

1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 

 په دې صورت کې لاندې نامساوات صدق کوي:وي، نو 

∑|𝑥𝑖𝑦𝑖|

𝑛

𝑖=1

≤ (∑|𝑥𝑖|
𝑝

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑝

(∑|𝑦𝑖|
𝑞

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑞

,       𝑖 = 1, 2 , 3, . . . , 𝑛. 

 .(Kırmacı, 2023)بلل کېږي ت د هولډر غیرمساوات غیرمساواپورتنی 

 مساوات انټیګرالي شکل د هولډر غیر ـ۸

, 𝑎]تابع ګانې د  𝑔(𝑥)او  𝑓(𝑥)د عددونه دهولډر نامساوي د مجزابڼې شرایط صدق کړي او  𝑞او  𝑝د  که 𝑏] 

∫) وي، یعني په انټروال باندې د انټیګرال وړ |𝑓|
𝑏

𝑎

𝑝
𝑑𝑥)

1

𝑝
< ∫)او  ∞ |𝑔|

𝑏

𝑎

𝑞
𝑑𝑥)

1

𝑞
< په وي، نو  ∞

 دې صورت کې لاندې نامساوي صدق کوي.

∫ |𝑓𝑔|

𝑏

𝑎

≤ (∫ |𝑓|
𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

(∫ |𝑔|
𝑏

𝑎

𝑞

𝑑𝑥)

1
𝑞

,  

 .(Kırmacı, 2023)غیرمساوات ته د هولډر غیرمساوات انټیګرالي شکل وایيدې 

 مساوات  یرد مینوکوفسکي غ. ۹

,𝑥1که  𝑥2 , 𝑥3 , … , 𝑥𝑛  او𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3 , … , 𝑦𝑛  1حقیقي اعداد او ≤ 𝑝 < ∞  ،
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 

 په دې صورت کې د وي، نو 

(∑| 𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
𝑝

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑝

≤ (∑| 𝑥𝑖|
𝑝

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑝

+ (∑| 𝑦𝑖|
𝑞

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑞

, 

ـــاوات غیر ـــاوات مس یاد غیرمس ـــدق کوي او  ـــکي غیر د ته ص ـــاوات مینوکوفس ـــاوات مس  غیرمس

 . (Kırmacı, 2023)وایي

 انټیګرالي شکلد مینوکوفسکي غیرمساوات  ـ10

, 𝑎]د  تابع ګانې 𝑔(𝑥)او  𝑓(𝑥)که د  𝑏] وي، یعني په انټروال باندې د انټیګرال وړ 

(∫ |𝑓|
𝑏

𝑎

𝑝
𝑑𝑥)

1

𝑝
< ∫)او  ∞ |𝑔|

𝑏

𝑎

𝑝
𝑑𝑥)

1

𝑝
<  په دې صورت کې د نو ، وي ∞
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(∫|𝑓 + 𝑔|

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑝

≤ (∫ |𝑓|
𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

+ (∫ |𝑔|
𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

 . 

 .(Kırmacı, 2023)نامساوي صدق کوي 

 مساوات  د جنسن غیر ـ11

 probability)لاتو تیوري احتمااو د  (convexity) محدبیتریاضیاتو کې د  هپ جنسن نامساواتد 

theory)  ووزني اوسطوننو او ګا نامساوات د محدبو تابع داڅخه شمېرل کېږي. مفاهېمو بنسټیزو له 

 (weighted means)  د  وسطي قېمتونواړیکه رامنځته کوي او د تابع د  کيریاضي همهم هترمنځ یو

 په لاندې ډول عمومي بڼهد یاد نامساوات  (.Liao & Berg, 2019) بنسټیز اصل ګڼل کېږي تحلیل لپاره

 ده:

𝐼د  𝑓تعریف: که  ⊆ 𝑅 په انټروال باندې یوه محدبه تابع او 

 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 , … , 𝑥𝑛 ∈ 𝐼  د𝜆1 , 𝜆2 , 𝜆3 , … , 𝜆𝑛 عددونه وي وزني، 

𝜆𝑖داسې چې   ≥ 0 , ∑ 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1 = په دې صورت کې لاندې نامساوات صدق  ، نورابطي صدق کړي 1

 کوي.

𝑓 (∑𝜆𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

) ≤  ∑𝜆𝑖𝑓(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

. 

 یو تصادفي متحول وي، نو  𝑋یوه محدبه تابع او  𝑓عبارت که بل په یا 

𝑓(𝐸(𝑋)) ≤ 𝐸(𝑓(𝑥)). 

 نامساوات Power - mean او د Power - mean  ـ12

, 𝑥1تعریف: که  𝑥2 , 𝑥3 , … , 𝑥𝑛 او ه حقیقي عددون مثبت𝑟  یو حقیقي عدد وي، نو له𝑟  مرتبې

 (.Wu, 2025ږي )ې) تعمیم یافته اوسط( داسې تعریف Power - mean لرونکی

𝑀𝑟(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 , … , 𝑥𝑛) = (
1

𝑛
∑𝑥𝑖

𝑟

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑟

. 

,𝑝که  𝑞 ∈ 𝑅  او𝑝 < 𝑞  په دې صورت کې لاندې نامساوات صدق کوي،وي، نو 
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(
1

𝑛
 ∑𝑥𝑖

𝑝

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑝

≤ (
1

𝑛
 ∑𝑥𝑖

𝑞

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑞

⇒ 𝑀𝑝 ≤ 𝑀𝑞 . 

 .وایي The Power - mean Inequalityغیرمساوات ته د دې 

𝑥1که چیرې  = 𝑥2 =  𝑥3 = ⋯ = 𝑥𝑛 ږيېشي، نو پورتنی غیرمساوات په مساوات باندې بدل 

(Wu, 2005). 

 انټیګرالي غیر مساوات  Power – Meanد  ـ13

دی. د اعدادو د یو  ته ورته وغیرمساوات Power – Meanغیرمساوات د  ګراليټیان  Power – Meanد 

مقایسه  هباندې د تابع ګانو د طاقت اوسطون انټروال محدود  سېټ د اوسطونو د مقایسې پر ځای، په یو

 تعریف ېې په لاندې ډول دی.چې کېږي، 

, 𝑎 ]د 𝑓تعریف: که  𝑏]  او  تابع ې وړاو د انداز  مثبتهپه انټروال باندې یوه𝑟 ∈ 𝑅 دې صورت  وي، نو په

, 𝑎 ] کې د 𝑏] نټروال باندې د په ا𝑓  تابعPower – Mean  له𝑟  له عبارت دی مرتبې سره(Wu, 2005). 

𝑀𝑟(𝑓) = (
1

𝑎 + 𝑏
∫[𝑓(𝑥)]𝑟𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1/𝑟

 

 ېنلار ړ ک او مواد ېنڅېړ  د

 تودونویم ليیتحل او استدلالونو اضيکيیر د او لري هڼب ليیتحل او فيیک نهڅېړ  دا پلوه له تودیم زینڅېړ  د

 ېمطالع ېمنظم له ېنیمخ علمي د موضوع د لپاره ولولوټرا د معلوماتو د. ده ېشو  ترسره ېک ټچوکا په

 ۍپخوان او کتابونه تخصصي ،ېمقال علمي وندړ ا موضوع د ېک ړل ېد په. ده ېشو  ستلیاخ هګټ خهڅ

 تونهړښجو اضيکيیر هغه ساحه ېمطالع د. دي ېشو  کارول هګتو  په منابعو زوټیبنس د معلوماتو د ېنڅېړ 

 راليټیګان وندړ ا یهغو  د او تیمحدب کيیهارمون ــ حسابي د توابعو ړو مشتق د ېچ دي، ېکړیا او

 کارول تودیم استنتاجي او ليیتحل لپاره لیتحل او یېتجز د معلوماتو د. لري اوړ ت سره انوګ نامساوي

 اضيکيیر زوټیبنس د نامساوي شچنیا رــډهول د او هڼب ېشو  میتعم نامساوي رډهول د ېپک ېچ ،یشو 

 ېانګ نامساوي راليټیګان نوي ېلار  له ټچوکا ليیتحل ېهمد د. دي شوي کارول هګتو  په کونویتخن

 لپاره ندولوګر څ د ېدنېکار  او اعتبار د لویپا شوو ترلاسه د او دي ېشو  ثبوت ولډ منظم په او استخراج

 .دي ېشو  ېاندړ و هم ګېلېب قيیتطب ېمناسب
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  موندنې

 ,Işcan)یت باندې په ( عین۷په دې برخه کې د مشتق وړ حسابي هارمونیکو تابع ګانو لپاره په ) بخش

څیړنیزو مقالو کې په ترتیب سره د هولډر نامساوي ښه شوې او تعمیم  (Kırmacı, 2023)او  (2019

شوې بڼي د تطبیق په پایله کې نوې نامساوي ګانې تشکیلوي. ورپسې ګورو، چې لاسته راغلي 

ړنو کې ترلاسه شوي څه توپیر نامساواتونه د پخوانیو هغو سره چې د دیاد عینیت په مرسته په مخکینیو څې

 لري. 

𝐾𝑥که : قضیه .۸ = |𝑓
′(𝑥)| چې ، وي او فرض کړو𝑓: 𝐼 ⊂ (0,+∞) ⟶ باندې  𝐼0په  (∞+,0)

,𝑎یو د مشتق وړ مپینګ او  𝑏 ∈ 𝐼0 , 𝑏 > 𝑎  .که په دې صورت کې وي|𝑓′|𝑞  په[𝑎, 𝑏]  انټروال

𝑠 او د هارمونیکي محدبه تابع  ـ باندې يوه حسابي ≥ ,𝑠𝑝 لپاره 1 𝑠𝑞 ∈ (1,∞)  ،
1

𝑠𝑝
+

1

𝑠𝑞
= 1 

 د وي، نو 

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤

{
 
 
 

 
 
 

(

 
𝐿𝑝(𝑎, 𝑏)(𝑏 − 𝑎)

𝑠𝐾𝑎  𝐾𝑏

(𝐿(𝐾𝑎  , 𝐾𝑏) . 𝐿𝑞−1
𝑞−1(𝐾𝑎 , 𝐾𝑏))

1
𝑞
)

 

1
𝑠

,        𝐾𝑎 ≠ 𝐾𝑏 

((𝐿𝑝(𝑎, 𝑏)) (𝑏 − 𝑎)
𝑠𝐾𝑏)

1
𝑠
.              𝐾𝑎 = 𝐾𝑏 

 

 ي.و غیرمساوات صدق ک

𝑞د  فرض کړو، چې ثبوت: ≥ ,𝑎]په تابع  𝑓′|𝑞|لپاره د  1 𝑏]  انټروال باندې يوه حسابي ـ هارمونیکي

 وي، نومحدبه تابع 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤
𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)

𝑡𝑓(𝑦) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑥)
, 

𝑡مساوات کې  . که په پورتني غیرصدق کوينامساوات  =
𝑏−𝑥

𝑏−𝑎
  ،1 − 𝑡 =

𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
𝑥او   = 𝑎 , 𝑦 = 𝑏 

𝑥 هرسره تعویض کړو، نو د  ∈ [𝑎, 𝑏] چې:  لای شولپاره لیک 

𝑓′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤
𝑓′(𝑥)𝑓′(𝑦)

𝑡𝑓′(𝑦) + (1 − 𝑡)𝑓′(𝑥)
, 

 𝑓′ (
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
(𝑎) + (

𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
) (𝑏)) ≤

𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)

𝑏 − 𝑥
𝑏 − 𝑎

𝑓′(𝑏) + (
𝑥 − 𝑎
𝑏 − 𝑎

) 𝑓′(𝑎)
, 
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𝑓′ (
𝑎𝑏 − 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 − 𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
) ≤

𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)

𝑓′(𝑏)(𝑏 − 𝑥) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎)
𝑏 − 𝑎

, 

 𝑓′(𝑥) ≤
(𝑏 − 𝑎)𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)

𝑓′(𝑏)(𝑏 − 𝑥) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎)
 .                                (10) 

 غیرمساوات د دواړه خواوو مطلقه قیمت ونیسو، نو:  (10)که 

|𝑓′(𝑥)|𝑞 ≤
(𝑏 − 𝑎)𝐾𝑎

𝑞
 𝐾𝑏
𝑞

(𝑏 − 𝑥)𝐾𝑏
𝑞
+ (𝑥 − 𝑎) 𝐾𝑎

𝑞 .                                  (11) 

,𝐼𝑓(𝑎څرنګه چې  𝑏) = ∫ 𝑥
𝑏

𝑎
𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 دی، نو 

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤ ∫ 𝑥
𝑏

𝑎

|𝑓′(𝑥)|𝑑𝑥,                                            (12) 

غیرمساوات په  (11)پورتني  ګټه اخیستنېمساوات څخه په  د هولډر د تعمیم شوي غیرترلاسه کیږي. 

 ول لیکو: ډلاندې 

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤ ∫ (𝑥 . |𝑓′|)
1
𝑠

𝑏

𝑎

 𝑑𝑥 ≤ (∫ 𝑥𝑝
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑠𝑝

(∫ |𝑓′(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑠𝑞

 

= [
𝑏𝑝+1 − 𝑎1+𝑝

𝑝 + 1
]

1
𝑠𝑝

(∫
(𝑏 − 𝑎)𝐾𝑎

𝑞
 𝐾𝑏
𝑞

(𝑏 − 𝑥)𝐾𝑏
𝑞
+ (𝑥 − 𝑎) 𝐾𝑎

𝑞

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑠𝑞

 

= [
𝑏𝑝+1 − 𝑎1+𝑝

(𝑝 + 1)(𝑏 − 𝑎)
]

1
𝑠𝑝

(𝑏 − 𝑎)1(𝐾𝑎 𝐾𝑏)
1
𝑠  (∫

1

(𝑏 − 𝑥)𝐾𝑏
𝑞
+ (𝑥 − 𝑎) 𝐾𝑎

𝑞

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑠𝑞

 

= (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))

1
𝑠 (𝑏 − 𝑎)(𝐾𝑎  𝐾𝑏)

1
𝑠  (∫

1

(𝑏 − 𝑥)𝐾𝑏
𝑞
+ (𝑥 − 𝑎) 𝐾𝑎

𝑞

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑠𝑞

.    (13) 

 کې نیسو:  پامپه  تونهحال مختلفدوه لپاره لاندې غیرمساوات  (13)د 

𝐾𝑎که  لومړی حالت: = 𝐾𝑏  ي، نو:و 

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤ (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))

1
𝑠 (𝑏 − 𝑎)(𝐾𝑎  𝐾𝑏)

1
𝑠  (∫

1

𝐾𝑎
𝑞
((𝑏 − 𝑥) + (𝑥 − 𝑎)) 

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑠𝑞

 

= (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))

1
𝑠 (𝑏 − 𝑎)(𝐾𝑎  𝐾𝑏)

1
𝑠  .

1

(𝐾𝑎
𝑞(𝑏 − 𝑎))

1
𝑠𝑞

(∫ 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1
𝑠𝑞
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 |𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤  ((𝐿𝑝(𝑎, 𝑏)) (𝑏 − 𝑎)
𝑠𝐾𝑏)

1
𝑠
.                                       (14) 

𝐾𝑎که  دویم حالت: ≠ 𝐾𝑏 نو: وي ، 

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤ (𝐿𝑝( 𝑎, 𝑏))

1
𝑠 (𝑏 − 𝑎)(𝐾𝑎 𝐾𝑏)

1
𝑠  (∫

1

(𝑏 − 𝑥)𝐾𝑏
𝑞
+ (𝑥 − 𝑎) 𝐾𝑎

𝑞

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑠𝑞

,     (1۵) 

𝑢که  = (𝑏 − 𝑥)𝐾𝑏
𝑞
+ (𝑥 − 𝑎) 𝐾𝑎

𝑞  :شي، نو 

𝑢 = (𝑏 − 𝑥)𝐾𝑏
𝑞
+ (𝑥 − 𝑎) 𝐾𝑎

𝑞
⇒ 𝑑𝑢 =  −(𝐾𝑏

𝑞
− 𝐾𝑎

𝑞
)𝑑𝑥  

𝑥 = −
𝑢 + 𝑎𝐾𝑎

𝑞
− 𝑏𝐾𝑏

𝑞

(𝐾𝑏
𝑞
− 𝐾𝑎

𝑞
)

 ⇒ 𝑑𝑥 = −
𝑑𝑢

(𝐾𝑏
𝑞
− 𝐾𝑎

𝑞
)
  

𝑥 = 𝑎 ⇒ 𝑢 = (𝑏 − 𝑎)𝐾𝑏
𝑞
   , 𝑥 = 𝑏 ⇒ 𝑢 = (𝑏 − 𝑎)𝐾𝑎

𝑞
  

 لاس راځي چېپه نتیجه کې په  غیرمساوات کې پورتنی تعویض ترسره کوو (1۵)پهاوس 

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| 

≤ (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))

1
𝑠 (𝑏 − 𝑎)(𝐾𝑎  𝐾𝑏)

1
𝑠  (∫

1

(𝑏 − 𝑥)𝐾𝑏
𝑞
+ (𝑥 − 𝑎) 𝐾𝑎

𝑞

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑠𝑞

 

= (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))

1
𝑠 (𝑏 − 𝑎)(𝐾𝑎  𝐾𝑏)

1
𝑠 (

1

𝐾𝑏
𝑞
− 𝐾𝑎

𝑞)

1
𝑠𝑞

(∫
1

𝑢

(𝑏−𝑎)𝐾𝑏 

(𝑏−𝑎) 𝐾𝑎

𝑑𝑢)

1
𝑠𝑞

  

= (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))

1
𝑠 (𝑏 − 𝑎)(𝐾𝑎  𝐾𝑏)

1
𝑠 (

1

𝐾𝑏
𝑞
− 𝐾𝑎

𝑞)

1
𝑠𝑞

((𝑙𝑛𝐾𝑏
𝑞
− 𝑙𝑛𝐾𝑎

𝑞
))

1
𝑠𝑞

 

=
(𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))

1
𝑠 (𝑏 − 𝑎)(𝐾𝑎 𝐾𝑏)

1
𝑠

(𝐿(𝐾𝑎 , 𝐾𝑏) . ( 𝐿𝑞−1(𝐾𝑎 , 𝐾𝑏))
𝑞−1

 )

1
𝑠𝑞

 

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤

(

 
 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏)(𝑏 − 𝑎)

𝑠𝐾𝑎  𝐾𝑏

(𝐿(𝐾𝑎  , 𝐾𝑏) . ( 𝐿𝑞−1(𝐾𝑎  , 𝐾𝑏))
𝑞−1

)

1
𝑞

)

 
 

1
𝑠

.                   (16) 

𝑠مساواتو کې  غیر(16) او (13) : که پهپایله =  . په لاس راځي  ( قضیې غیرمساوات6شي، نو د )1

𝐾𝑥که  :. قضیه۹ = |𝑓
′(𝑥)| چې ، وي او فرض کړو𝑓: 𝐼 ⊂ (0,+∞) ⟶ باندې  𝐼0په  (∞+,0)

,𝑎یو د مشتق وړ مپینګ او  𝑏 ∈ 𝐼0 , 𝑏 > 𝑎  .په دې صورت کې کهوي |𝑓′|𝑞  په[𝑎, 𝑏]  انټروال
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,𝑝هارمونیکي محدبه تابع او ـ  باندې يوه حسابي 𝑞 ∈ (1,∞)  ،

1

𝑝
+
1

𝑞
= 𝐾𝑎د  وي، نو 1 = 𝐾𝑏 

 لپاره لاندې نامساوات 

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤ 𝐾𝑏 {[(𝑏𝐿𝑝
𝑝
− 𝐿𝑝+1

𝑝+1
)
1
𝑝(𝑏 − 𝐿1)

1
𝑞] + [(𝐿𝑝+1

𝑝+1
− 𝑎𝐿𝑝

𝑝
)
1
𝑝(𝐿1 − 𝑎)

1
𝑞]}.  

𝐾𝑎 داو  ≠ 𝐾𝑏  ي.و غیرمساوات صدق کلپاره د 

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤ (𝐾𝑎𝐾𝑏)

{
  
 

  
 
[((𝑏 (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))

𝑝

− (𝐿𝑝+1(𝑎, 𝑏))
𝑝+1

))

1

𝑝

( 
(𝑏+𝑎)𝐾𝑏

𝑞
−2𝑎𝐾𝑎

𝑞

𝐿(𝐾𝑎
𝑞
,𝐾𝑏
𝑞
)(𝐾𝑏

𝑞
−𝐾𝑎

𝑞
)
)

1

𝑞

]

+ [((𝐿𝑝+1(𝑎, 𝑏))
𝑝+1

− 𝑎 (𝐿𝑞(𝑎, 𝑏)))

1

𝑝

( 
(𝑏−𝑎)𝐾𝑎

𝑞

𝐿(𝐾𝑎
𝑞
,𝐾𝑏
𝑞
)(𝐾𝑏

𝑞
−𝐾𝑎

𝑞
)
)

1

𝑞
]

}
  
 

  
 

, 

𝑞د  فرض کړو، چېثبوت:  ≥ ,𝑎]په تابع  𝑓′|𝑞|لپاره د  1 𝑏]  هارمونیکي  ـانټروال باندې يوه حسابي

 ده، نو ه تابعمحدب

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤
𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)

𝑡𝑓(𝑦) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑥)
, 

𝑡په پورتني غیرمساوات کې  نامساوي صدق کوي . په دې صورت کې که  =
𝑏−𝑥

𝑏−𝑎
  ،1 − 𝑡 =

𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
 

𝑥او  = 𝑎 , 𝑦 = 𝑏  هرسره تعویض کړو، نو د 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] چې:  لای شولپاره لیک 

𝑓′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤
𝑓′(𝑥)𝑓′(𝑦)

𝑡𝑓′(𝑦) + (1 − 𝑡)𝑓′(𝑥)
 

𝑓′ (
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
(𝑎) + (

𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
) (𝑏)) ≤

𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)

𝑏 − 𝑥
𝑏 − 𝑎

𝑓′(𝑏) + (
𝑥 − 𝑎
𝑏 − 𝑎

) 𝑓′(𝑎)
 

𝑓′(𝑥) ≤
(𝑏 − 𝑎)𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)

𝑓′(𝑏)(𝑏 − 𝑥) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎)
 .                                (1۷)  

 مت ونیسو، نو ېغیرمساوات د دواړه خواوو مطلقه ق (1۷) د که

|𝑓′(𝑥)|𝑞 ≤
(𝑏 − 𝑎)𝐾𝑎

𝑞
 𝐾𝑏
𝑞

(𝑏 − 𝑥)𝐾𝑏
𝑞
+ (𝑥 − 𝑎) 𝐾𝑎

𝑞 .                                  (18) 

,𝐼𝑓(𝑎څرنګه چې  𝑏) = ∫ 𝑥
𝑏

𝑎
𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 د دی، نو 

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤ ∫ 𝑥
𝑏

𝑎

|𝑓′(𝑥)|𝑑𝑥.                                            (1۹) 
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 (1۹) ګټه اخیستنيچن غیرمساوات څخه په شای ـد هولډرهمدارنګه  غیرمساوات صدق کوي.

 لای شو:ول لیکډغیرمساوات په لاندې 

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤  
1

(𝑏 − 𝑎)
 

{
 

 

(∫ (𝑏 − 𝑥)𝑥𝑝
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑝

 (∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓′(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑞

+ (∫(𝑥 − 𝑎)

𝑏

𝑎

𝑥𝑝𝑑𝑥)

1
𝑝

(∫(𝑥 − 𝑎)

𝑏

𝑎

|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥)

1
𝑞

}
 

 

.           (20) 

غیرمساوات کې  ام-(20)په رته یې ېل محاسبه کوو او ببېل بېغیرمساوات هر انټیګرال ام  - (20)اوس د 

 نیسو؛  په پام کېددې محاسبې لپاره دوه حالتونه . وضع کوو

𝐾𝑎که  :لومړی حالت = 𝐾𝑏 غیرمساوات لومړی انټیګرال په لاندې ډول لیکلای شو: (20)د ، نو وي 

 (∫ (𝑏 − 𝑥)𝑥𝑝
𝑏

𝑎
𝑑𝑥)

1

𝑝
= ( ∫ 𝑏

𝑏

𝑎
𝑥𝑝𝑑𝑥 − ∫ 𝑥𝑝

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 )

1

𝑝
 

= (𝑏 − 𝑎)
1
𝑝 [𝑏 (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))

𝑝
− (𝐿𝑝+1(𝑎, 𝑏))

𝑝+1
]

1
𝑝
.                        (21) 

 دویم انټیګرال په لاندې ډول ترلاسه کوو:

 (∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓′(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥)

1

𝑞
= ( ∫ 𝑏

𝑏

𝑎
|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥 − ∫ 𝑥

𝑏

𝑎
|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥 )

1

𝑞
 ,    (∗)  

  د ګټه اخیستني سرههارمونیکي محدبې تابع د تعریف څخه په  ـ د مشتق وړ حسابياوس 

 |𝑓′(𝑥)|𝑞 ≤
(𝑏−𝑎)𝐾𝑎

𝑞
 𝐾𝑏
𝑞

(𝑏−𝑥)𝐾
𝑏
𝑞
+(𝑥−𝑎) 𝐾𝑎

𝑞 په ، چې اړوند انټیګرالونه یې کې وضع کوو رابطه(∗)  په قیمت

 لاندې ډول په لاس راځي:

 ∫ 𝑏
𝑏

𝑎
|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥 ≤ 𝑏(𝑏 − 𝑎) 𝐾𝑏

𝑞
 ,                                      (22) 

 ∫ 𝑥
𝑏

𝑎
|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥 ≤  (𝑏 − 𝑎)𝐾𝑏

𝑞
𝐿1(𝑎, 𝑏) ,                                (23) 

 وضع کوو، نو ساوات کې م (∗)قیمتونه په  (23)او  (22)

(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓′(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑞

= [(𝑏 − 𝑎)𝐾𝑏
𝑞(𝑏 − 𝐿1(𝑎, 𝑏)]

1
𝑞 .                (24) 

 غیر مساوات درېیم انټیګرال په لاندې ډول محاسبه کوو: (20)د 
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 (∫ (𝑥 − 𝑎)
𝑏

𝑎
𝑥𝑝𝑑𝑥)

1

𝑝
= (∫ (𝑥𝑝+1 − 𝑎𝑥𝑝)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
)

1

𝑝
 

= (𝑏 − 𝑎)
1
𝑝 [(𝐿𝑝+1(𝑎, 𝑏))

𝑝+1
− 𝑎 (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))

𝑝
]

1
𝑝
 ,                       (2۵)  

 غیر مساوات څلورم انټیګرال لپاره لاندې عملیه ترسره کوو: (20)د 

 (∫ (𝑥 − 𝑎)
𝑏

𝑎
|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥)

1

𝑞
= ( ∫ 𝑥

𝑏

𝑎
|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥 − 𝑎 ∫ |𝑓′(𝑥)|𝑞

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 )

1

𝑞
 ,   (∗∗)  

  انټیګرالونه تر محاسبې وروسته په لاندې ډول لیکلای شو:خوا  ېمساوات د ښ (∗∗)د

 ∫ 𝑥
𝑏

𝑎
|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥 ≤  (𝑏 − 𝑎)𝐾𝑏

𝑞
𝐿1(𝑎, 𝑏) ,                                (26) 

 𝑎 ∫ |𝑓′(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ 𝑎(𝑏 − 𝑎) 𝐾𝑏

𝑞
 ,                                       (2۷) 

 او په لاس راځي، چې رابطو پورتني قیمتونه وضع کوو (2۷)او  (26)کې د مساوات  (∗∗)  په

(∫(𝑥 − 𝑎)

𝑏

𝑎

|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥)

1
𝑞

≤ ( (𝑏 − 𝑎)𝐾𝑏
𝑞
𝐿1(𝑎, 𝑏) − 𝑎(𝑏 − 𝑎) 𝐾𝑏

𝑞
 )
1
𝑞

= [(𝑏 − 𝑎)𝐾𝑏
𝑞(𝐿1(𝑎, 𝑏) − 𝑎)]

1
𝑞 .                         (28) 

  په لاس راځي، چېرابطه کې وضع کوو، نو (20)رابطو قیمتونه په  (28)او  (21)،(24)،(2۵)د 

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)|

≤
1

(𝑏 − 𝑎)

{
  
 

  
 
[(𝑏 − 𝑎)

1
𝑝(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞 ((𝑏 (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))

𝑝
) − (𝐿𝑝+1(𝑎, 𝑏))

𝑝+1
)

1
𝑝

(𝐾𝑏
𝑞
(𝑏 − 𝐿1(𝑎, 𝑏)))

1
𝑞
]

+ [(𝑏 − 𝑎)
1
𝑝(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞 ((𝐿𝑝+1(𝑎, 𝑏))

𝑝+1
− 𝑎 (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))

𝑝
)

1
𝑝
(𝐾𝑏

𝑞(𝐿1(𝑎, 𝑏) − 𝑎))

1
𝑞
]

}
  
 

  
 

 

= 𝐾𝑏 {[(𝑏𝐿𝑝
𝑝
− 𝐿𝑝+1

𝑝+1
)
1
𝑝(𝑏 − 𝐿1)

1
𝑞] + [(𝐿𝑝+1

𝑝+1
− 𝑎𝐿𝑝

𝑝
)
1
𝑝(𝐿1 − 𝑎)

1
𝑞]},                (2۹) 

 

𝐾𝑎که  دویم حالت: ≠ 𝐾𝑏 غیرمساوات لومړی انټیګرال په لاندې ډول لیکلای شو: (20)د ، نو وي 

 (∫ (𝑏 − 𝑥)𝑥𝑝
𝑏

𝑎
𝑑𝑥)

1

𝑝
= (𝑏 − 𝑎)

1

𝑝 [𝑏 (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))
𝑝
− (𝐿𝑝+1(𝑎, 𝑏))

𝑝+1
]

1

𝑝

.   (30) 

 غیر مساوات دویم انټیګرال لپاره لاندې عملیه ترسره کوو: (20)د 
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 (∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓′(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥)

1

𝑞
= ( ∫ 𝑏

𝑏

𝑎
|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥 − ∫ 𝑥

𝑏

𝑎
|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥 )

1

𝑞
,   (∗∗∗)  

 د  ګټه اخیستنيهارمونیکي محدبې تابع د تعریف څخه په  ـد مشتق وړ حسابي 

 |𝑓′(𝑥)|𝑞 ≤
(𝑏−𝑎)𝐾𝑎

𝑞
 𝐾𝑏
𝑞

(𝑏−𝑥)𝐾𝑏
𝑞
+(𝑥−𝑎) 𝐾𝑎

𝑞 چې انټیګرالونه یې په ،مساوات کې وضع کوو (∗∗∗) په قیمت 

 لاندې ډول په لاس راځي:

∫𝑏

𝑏

𝑎

|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥 ≤
𝑏(𝑏 − 𝑎)𝐾𝑎

𝑞
 𝐾𝑏
𝑞

𝐿(𝐾𝑎
𝑞
 , 𝐾𝑏

𝑞
) 

  ,                                               (31) 

∫𝑥

𝑏

𝑎

|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥 ≤
(𝑏 − 𝑎)𝐾𝑎

𝑞
 𝐾𝑏
𝑞

 𝐾𝑏
𝑞
− 𝐾𝑎

𝑞 (
(𝑏𝐾𝑏

𝑞
− 𝑎𝐾𝑎

𝑞
)

𝐿(𝐾𝑎
𝑞
, 𝐾𝑏

𝑞
)
− (𝑏 − 𝑎)) ,            (32) 

 په لاس راځي، چې وضع کوو، نو مساوات کې  (∗∗∗)قیمتونه په  (32)او  (31)

((𝑏 − 𝑎)
1
𝑞𝐾𝑎𝐾𝑏)(

𝑏

𝐿(𝐾𝑎
𝑞
, 𝐾𝑏

𝑞
)

−
1

𝐾𝑏
𝑞
−𝐾𝑎

𝑞 (
(𝑏𝐾𝑏

𝑞
− 𝑎𝐾𝑎

𝑞
)

𝐿(𝐾𝑎
𝑞
, 𝐾𝑏

𝑞
)
− (𝑏 − 𝑎)))

1
𝑞

.  (33) 

 غیر مساوات درېیم انټیګرال په لاندې ډول محاسبه کوو: (20)د 

 (∫ (𝑥 − 𝑎)
𝑏

𝑎
𝑥𝑝𝑑𝑥)

1

𝑝
= (𝑏 − 𝑎)

1

𝑝 ((𝐿𝑝+1(𝑎, 𝑏))
𝑝+1

− 𝑎 (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))
𝑝
)

1

𝑝

 .  (34) 

 

 غیر مساوات څلورم انټیګرال لپاره لاندې عملیه ترسره کوو: (20) د

(∫(𝑥 − 𝑎)

𝑏

𝑎

|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥)

1
𝑞

= ( ∫ 𝑥

𝑏

𝑎

|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥 − 𝑎∫|𝑓′(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 )

1
𝑞

,

(∗∗∗∗)  

 دې ډول لیکلای شو:انټیګرالونه تر محاسبې وروسته په لانمساوات د ښې خوا  (∗∗∗∗)د
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 ∫ 𝑥
𝑏

𝑎
|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥 ≤

(𝑏−𝑎)𝐾𝑎
𝑞
 𝐾𝑏
𝑞

 𝐾𝑏
𝑞
−𝐾𝑎

𝑞 (
(𝑏𝐾𝑏

𝑞
−𝑎𝐾𝑎

𝑞
)

𝐿(𝐾𝑎
𝑞
,𝐾𝑏
𝑞
)
− (𝑏 − 𝑎)) ,               (3۵) 

 𝑎 ∫ |𝑓′(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑎

𝑏

𝑎

(𝑏−𝑎)𝐾𝑎
𝑞
 𝐾𝑏
𝑞

(𝑏−𝑥)𝐾𝑏
𝑞
+(𝑥−𝑎) 𝐾𝑎

𝑞 𝑑𝑥 =
𝑎(𝑏−𝑎)𝐾𝑎

𝑞
 𝐾𝑏
𝑞

𝐿(𝐾𝑎
𝑞
 ,𝐾𝑏

𝑞
) 
  ,           (36) 

 نورابطو پورتني قیمتونه وضع کوو؛  (36)او  (3۵)کې د مساوات  (∗∗∗∗) په

(∫(𝑥 − 𝑎)

𝑏

𝑎

|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥)

1
𝑞

= 

((𝑏 − 𝑎)
1
𝑞𝐾𝑎𝐾𝑏)

(

 
 1

𝐾𝑏
𝑞
− 𝐾𝑎

𝑞 ((
(𝑏𝐾𝑏

𝑞
− 𝑎𝐾𝑎

𝑞
)

𝐿(𝐾𝑎
𝑞
, 𝐾𝑏

𝑞
)

− (𝑏 − 𝑎)) −
𝑎

𝐿(𝐾𝑎
𝑞
 , 𝐾𝑏

𝑞
) 
)

)

 
 

1
𝑞

,     (3۷) 

 رابطه کې وضع کوو، نو لرو چې (20) هرابطو قیمتونه پ (3۷)او  (30)،(33)،(34)د

|𝐼𝑓(𝑎, 𝑏)| ≤

(𝐾𝑎𝐾𝑏)

{
  
 

  
 
[((𝑏 (𝐿𝑝(𝑎, 𝑏))

𝑝
− (𝐿𝑝+1(𝑎, 𝑏))

𝑝+1
))

1

𝑝

( 
(𝑏+𝑎)𝐾𝑏

𝑞
−2𝑎𝐾𝑎

𝑞

𝐿(𝐾𝑎
𝑞
,𝐾
𝑏
𝑞
)(𝐾𝑏

𝑞
−𝐾𝑎

𝑞
)
)

1

𝑞

]

+ [((𝐿𝑝+1(𝑎, 𝑏))
𝑝+1

− 𝑎 (𝐿𝑞(𝑎, 𝑏)))

1

𝑝

( 
(𝑏−𝑎)𝐾𝑎

𝑞

𝐿(𝐾𝑎
𝑞
,𝐾𝑏
𝑞
)(𝐾𝑏

𝑞
−𝐾𝑎

𝑞
)
)

1

𝑞
]

}
  
 

  
 

.    (38)  

 کارونه

𝑝که چیرې  ∈ 𝑥د  ، نووي (1,0−) > 𝑓(𝑥) لپاره د 0 = 𝑥𝑝 هارمونیکي  ـ تابع یوه حسابي

ي دې ته په کتو کولای شو د لوګارتمیک اوسط لپاره لاندې نامساو . (İşcan, 2019)، همحدبه تابع د

  بیان کړو.

𝑎 چې، فرض کړئ :بیانیه. 1 < 𝑏  ،  𝑞 > 1 , 𝑠 ≥ 1  ،𝑎, 𝑏 ∈ 𝑚او  (∞,0) ∈ ، نو وي (1,0−)

 لاندې غیرمساوات صدق کوي، 

𝐿𝑚
𝑞
+1

𝑚
𝑞
+1
(𝑎, 𝑏) ≤  

(

 
 
 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏)𝐺

2𝑚
𝑞 (𝑎, 𝑏)

(𝐿 (𝑎
𝑚
𝑞  , 𝑏

𝑚
𝑞 ) . 𝐿𝑞−1

𝑞−1
(𝑎

𝑚
𝑞  , 𝑏

𝑚
𝑞 ))

1
𝑞

)

 
 
 

1
𝑠

. 
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𝑓(𝑥)ثبوت: که  =
𝑞

𝑚+𝑞
𝑥
𝑚

𝑞
+1
, 𝑥 ∈ 𝑓′(𝑥)|𝑞|نو د  وي، (∞,0) = 𝑥𝑚  انټروال  (∞,0)تابع په

په  د پایلې پر بنسټقضیې  (6 )غیرمساوات د ياو پورتن ههارمونیکي محدبه تابع دـ  باندې یوه حسابي

  ترلاسه کیږي. اسانۍ سره

  تله او مناقشهپر 

په دې څیړنه کې مو د هولډر نامساوي د یوې تعمیم شوې بڼې او د هولډرـ ایشچن نامساوي پر بنسټ 

چې د هولډر نامساوي ښه شوی شکل دی، د مشتق وړ حسابي ـ هارمونیکي تابع ګانو د کلاس لپاره 

ه پایلو تعمیم او د یو نوي انټیګرالي غیر مساوات په لاس راوړي دي. د دې مطالعې اصلي موخه د شت

شموله او دقیقې کړنلاري وړاندي کول وو، چې د موضوع لړ هغو محدودیتونو رفع کولو لپاره د یوې ټول

اړوند په پخوانیو اثارو کې ترسترګو کېدل. په ځانګړي توګه مو ښوودلي دي، چې له حسابي ـ 

الي نامساوي ګانو په حدودو کې ښه هارمونیکي جوړښت نه په ګټه اخیستني نه یوازي د پخوانیو انټیګر 

 والی راځي، بلکه په عددي انټیګرالونو کې د خطاء د کمولو د تخمین لپاره هم زمینه برابروي. 

د څیړني کړنلاره د تابع ګانو د مشتق د ځانګړنو په دقیق تحلیل او د هغوی له هارمونیکي خصوصیاتو 

وړاندیز شوی چوکاټ د دې وړتیا لري، چې د تابع  نه په ګټه اخیستنې باندې ولاړه ده؛ په همدې دلیل

ګانو د یوې پراخه ټولګي لپاره په کار یوړل شي. سربیره پر دې، له پخوانیو پایلو سره د لاسته راغلو پایلو 

 مقایسه ښیې، چې زموږ موندني د انټیګرالونو د خطاء په تخمین کې د پام ړو ښه والي لري. 

و څېړنو کې د انټیګرالي نامساوي ګانو په ځینو سرحدونو کې تر همدارنګه ښودل شوې، چې په تېر 

خاصو شرایطو لاندې داسې ښه والی راځي، چې کولای شي د نظري او عملي محاسباتو په دقت باندې 

مثبت اثر پرېږدي. دا کار کولای شي، د توابعو او په علمي موډول جوړونه کې د هغوی د کارونو د 

د دې څېړنې پایلې  په ټوله کېنټیګرالي نامساوي ګانو لپاره لاره هواره کړي. تحلیل په برخه کې دنورو ا

تابع هارمونیکي ـ  چې د حسابي ،د بډاینې په لور یو اغېزمن ګام بلل کېدای شي څېړنوعلمي  شتهد هغو 

 .په اړه بحث کوي ي ګانونامساو  نټیګراليلپاره د ا ګانو

 پایلې
ې تعمیم شوې بڼې او د هولډرـ ایشچن نامساوي، چې د هولډر په دې څیړنه کې د هولډر نامساوي یو 

نامساوي ښه شوې بڼه ده، پر بنسټ د مشتق وړ حسابي ـ هارمونیکي توابعو د کلاس لپاره ځیني نوي 

انټیګرالي نامساوتونه ترلاسه شوي دي. لاسته راغلې پایلي ښیې، چې د انټیګرالي نامساوي ګانو دا تعمیم 

امساوي ګانو د شته سرحدونو د اصلاح او د دقت امکان برابروي او د توابع ګانو شوی چوکاټ د یادو ن
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د یاد ډول انټیګرالي ځانګړنې بیانوي. په کار وړل شوې کړنلاره ښیي، چې دې ورته د نورو کلاسیکو 

انټیګرالي نامساوي ګانو لپاره داسې سرحدونه ومومو، چې په نورو پراخو شرایطو کې د اعتبار وړ او د 

پخوانیو شته پایلو په نسبت ېې د کارونې لمن پراخه وي. سربېره پر دې، ترسره شوي تحلیل وښودله، 

 ـهارمونیکي توابعو اړوند دخطاء ارزیابي او د توابعو تقریب  چې ترلاسه شوې انټیګرالي رابطې د حسابي 

 نامساوي ګانو د نوې په مطالعه کې مهم رول لوبوي. د دې څېړنې موندنې نه یوازې دا چې د انټیګرالي

تیوري نظریې چوکاټ غني کوي، بلکه په ریاضی انالیز کې د دقیقو نامساوي ګانو د پراختیا لپاره نوې 

لار پرانېزي او کولای شي د انټیګرالي نامساوي ګانو او د هغوی د کاروني په برخه کې د نورو څېړنو 

 لپاره یو مناسب بنسټ شي.

اوړنو سره سره بیا هم ځیني محدودیتونه پر ځای پاتې دي. لومړی دا چې د دې څېړنې د پام وړ لاسته ر 

لاسته راغلې پایلې په ځانګړي ډول د مشتق وړ حسابي ـ هارمونیکي توابعو په کلاس پوري تړاو لري او 

او نورو لپاره ېې بشپړ تعمیم یا د هغو تابع ګانو  محدب -sمحدب،  -pد تابع ګانو د نورو کلاسونو لکه 

ه چې لومړي مشتقونه ېې حسابي ـ هارمونیکي ځانګړتیا ونه لري، لا نوري مطالعې ته ضرورت لري. لپار 

همدارنګه د انټیګرالي نامساوي ګانو وړاندی شوی چوکاټ د هولډر نامساوي په تعمیم شوې بڼه او د 

ڼو تعمیم یا شویو ب وښهولډرـ ایشچن د نامساوي پر بنسټ ترلاسه شوی، نو ځکه د یاد نامساوي ګانو د 

د دې دواړو د ترکیب امکان چې تر اوسه خلاص پاتې دی، بیا ځلي یادې نامساوي ګانې تشکیل شي. 

د دې نتایجو کارونه د فزیکي پېښو د موډل جوړونې په برخه کې لا نوري تجربې او عددي مطالعي ته 

کې د توابعو د نورو پېچلو  اړتیا لري. دې محدودیتونو ته په کتو وړاندیز کېږي، چې په راتلونکو څیړنو

کلاسونو لپاره دا ډول انټیګرالي نامساوات مطالعه شي. همدارنګه کېدای شي د نامساوي ګانو اوسنی 

چوکاټ په محاسباتي برخو کې په کار یوړل شي او د سرحدونو دقت ېې د عددي مېتودونو په مرسته 

معادلو، د ثبات په تحلیل او د تقریب تیوري وکتل شي. د دې پایلو د کارونو پراختیا د قسمي ډیفرانسیل 

 په برخو کې ګټورې څېړنیزې لارې برابروي. 

 قدرداني او مننه

 کولو ترسره په څېړنې دې د چې کوو، مننه تله له زړه د څخه پوهنځي ریاضیانو د پوهنتون کابل د موږ

 د چې کوو، مننه څخه کتونکو د مقالې د همدارنګه ده. کړې مرسته تخنیکي او علمي راسره ېې کې

  وو. کړي وړاندیزونه ګټور ېې لپاره والي ښه د محتوا د مقالې
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 ونډه لیکوالانو د

 ېې کتنه مقالې د او نظارت ېې څخه کارونو څېړنیړو د کړی، وړاندې مفهوم مقالې د بیدار عبدالوکیل

 مقالې د همدارنګه او برخه پایلي او تحلیل میتودلوژۍ، موندنو، د همت محمد فیض ده. کړې ترسره

  ده. کړې ترسره کتنه مقالې د او برخه مناقشې د نوري نورالله او کړي ترسره لیکل

 ټکر ګټو د

  لري. نه شتون ټکر ګټو د ډول هېڅ تړاو په مقالې دې د چې کوي، تصدیق لیکوالان 
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