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در نواحی پیچیده روی صفحه  سرحدیبا شرایط  توزیع پوتانسیل الکتریکیدر این مقاله، نقش تبدیلات کانفورم و مشتقات آن در تحلیل 

تر های سادههای پیچیده به شکلو توانایی تبدیل هندسه ناحیهمورد بررسی قرار گرفته است. اهمیت این تبدیلات در حفظ خواص اساسی 

های تحلیل ریاضی و روش، با استفاده از تحقیقکند. در این های دقیق را آسان مییابی به پاسخاست که روند حل ریاضی و دست

در این  توزیع پوتانسیل الکتریکیصفحه تبدیل شده و مانند دیسک واحد یا نیم ؛تبدیلات کانفورم، نواحی پیچیده فیزیکی به نواحی ساده

ثری در تحلیل ؤ ر مدهد که تبدیلات کانفورم ابزاها نشان میاند. یافتهاند. سپس نتایج به نواحی اصلی بازگردانده شدهنواحی ساده حل شده

 .آید. در پایان، سه مثال کاربردی از این تبدیلات ارائه شده استدر نواحی پیچیده به شمار می توزیع پوتانسیل الکتریکی

 کانفورم؛ توزیع پوتانسیل الکتریکی؛ شرایط سرحدی؛ ناحیه پیچیده تبدیلات 
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This paper examines the role of conformal transformations and their derivatives in the analysis of 

electric potential distribution with boundary conditions in complex regions on the plane. The 

importance of these transformations lies in preserving the fundamental properties of the domain and 

enabling the conversion of complex geometries into simpler forms, which facilitates the mathematical 

solution process and the attainment of precise answers. In this study, using mathematical analysis 

methods and conformal transformations, complex physical regions are mapped to simpler domains, 

such as the unit disk or the upper half-plane, and the electric potential distributions are solved in these 

simpler domains. The results are then mapped back to the original domains. The findings demonstrate 

that conformal transformations are an effective tool in analyzing electrostatic problems in complex 

regions. Finally, three practical examples of these transformations are presented. 
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 مقدمه
های قاطع حفظ بین منحنیو جهت شود اگر زوایا تبدیل کانفورم گفته می ℝ𝑛تبدیل در فضای یک

 1له اساسی در نظریه توابع هندسیأپارامترسازی سطح یک مس. ) ,Brennan, 1955Lohwater ,1978( شوند

 پیچیده تولید کند ژیسازی از سطوح را با توپولوپارامتر تواند بدیلات کانفورم میاست و هندسه ت

)2010Luo et al., .( برای نواحی متحول معرفی شد، یک  2کانفورم که توسط کاردیتودری نقش نظریه

سازد تا یک شکل مغلق را به یک شکل مفهوم بنیادی در انالیز مختلط است که این تبدیل را قادر می

برای نقش  .(Conway, 1978) تر طوری تبدیل کند که زوایا و ساختار شکل حفظ شودهندسی ساده

، تبدیلات کانفورم با یبالای صفحهو نیممانند دیسک واحد  ؛کردن نواحی پیچیده به نواحی ستندرد

هرگاه . (Gakhov, 1990)کنند های عددی این را تسهیل میسازیهای تحلیلی و شبیهاستفاده از روش

Ω ⊂ ℂ یک تبدیل کانفورم  کند که بیان می بند ساده باشد، قضیه نقش ریمانیک ناحیه هم𝜙  از

𝔻دیسک واحد  = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < خواهد بود که  رسد این مغلقبه نظر می وجود دارد. Ωبه  {1

یک تبدیل کانفورم محاسبه کنیم. بنابراین، برای یافتن رابطه بین خواص مشتق  Ωبرای نواحی پیچیده 

اگر ناحیه . (Nehari, 1952) یا خصوصیات کلی تبدیلات کانفورم حایز اهمیت است Ωریمان هندسه 

محدود شده باشد، این نقش ممکن از نواحی سرحدی یک ناحیه به دیسک  3توسط منحنی ژوردان

سازی نواحی از این رو تبدیلات کانفورم در مدل .(Duren, 1983) طور پیوسته وسعت داده شودواحد به

ها بررسی سرحدات نواحی مورد کنند. در تحلیل مدلهای مغلق نقش بسیار مهمی ایفا میبا هندسه

خصوص در زمینه الکتروستاتیک، رفتار به پذیر است.بدیلات کانفورم امکانعه به کمک تمطال

 شوندها به عنوان حل معادله لاپلاس نواحی پیچیده مطرح میهای الکتریکی و پوتانسیلساحه

(Spiegel, 2009).  

مشتق تبدیل یکی از نقاط مورد توجه در بحث الکتروستاتیک، مطالعه آن در سرحدات نواحی است. 

های خصوصیات سرحد بر ساحه تأثیردر مورد تغییرات محلی تبدیل و کانفورم اطلاعات مهمی 

های کند. در مسایل الکتروستاتیک، خصوصیات سرحد مستقیماً با شدت ساحهالکتریکی فراهم می

دی، سرحدات نقش مهمی در تعیین شرایط سرح در نزدیک سرحد ارتباط دارد. بنابراین، الکتریکی

ها دارد. وقتی سرحد ناحیه دارای ناهمواری یا ساختارهای کنترول توزیع چارج و تحلیل پوتانسیل

                                                           
1 Geometric function theory 
2 Cartheodory 
3 Jordan  
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چیده و یباشد، رفتار سرحدی مشتق تبدیل کانفورم پ فرکتالیسرحدات یا مانند سرحدات لیپشیتز ؛پیچیده

  .(Lind, 2006 ;Krantz, 1992) های پیشرفته تیوری و عددی استتحلیل آن نیازمند روش

و دستگاهای مایکروالکترونیکی، هندسه سرحدات اغلب  سنسورهادر طراحی قطعات الکتریکی، 

ها یا تغییرات ناگهانی است. این خصوصیات باعث تمرکز شدید ساحه الکتریکی پیچیده و دارای گوشه

کاهش توانند سبب از بین رفتن، شوند که اگر درست تحلیل نشوند، میدر برخی نقاط سرحدی می

. بررسی دقیق و ریاضیکی رفتار مشتق (Salucci et al., 2019) کارایی یا عملکرد غیر منتظره دستگاه شوند

سازی و تحلیل مسایل الکتروستاتیکی تبدیل کانفورم، به عنوان یک گام اساسی در ارتقا و کیفیت مدل

 .مطرح است

به بررسی برآوردهای سرحدی برای کلاس خاصی از توابع  (2021و همکاران ) 4ی اندرمقاله

، تابع 7پیک-شوارتس 6های شوارتسدر این تحقیق، از لیمه .پردازددر دیسک واحد می 5هولومورف

شوارتس برای تعیین مقادیر برآورد شده و  یمهو ارتباط بین تابع گرین برای دیسک واحد و ل 8گرین

 .ها استفاده شده استمشتقات آن

این روش تحلیل  ترمینال ارایه شده استهای دارای چندکانفورم در سیستم برای تبدیل روشی

 . (Wang & Wang, 2015)اند  های چند اتصاله را تسهیل کردهالکتروستاتیکی در سرکت

تغییر در ضریب گذردهی الکتریکی در ناحیه(، تبدیل های با خواص الکتریکی نامتجانس )در محیط

کند، سپس معادله لاپلاس در ناحیه نقش محیط نامتجانس به محیط متجانس کمک میکانفورم به 

 .(Costamagna & Barba, 2017)شود حل می دیریکلهتر با شرایط سرحدی جدید و ساده

های الکتروستاتیکی با شرایط سرحدی ، مسایل ساحه 9تبدیلات دوخطی و جوکوفسکیبا استفاده از 

صورت دقیق محاسبه شده اند که ها بهسازی شده و سپس پوتانسیلهای دوبعدی سادهمغلق در ناحیه

 .(Swem et al., 2020)ثر اند ؤ م در تحلیل رفتار ساحه الکتریکی اندازهچیدهد تبدیلات کانفورم نشان می

های دو بعدی پیچیده استفاده شده ل جریانات الکتروکینتیک در هندسهتبدیلات کانفورم برای تحلی

شدت وابسته به ها و نزدیکی سرحدات به ی در گوشهاست، برعلاوه نشان داده شده که ساحه الکتریک

   .(Gu et al., 2022) مشتق تبدیل کانفورم است

                                                           
4 Andar 
5 Holomorphic functions 
6 The Schwarz lemma 
7 Schwarz pick lemma 
8 Green function 
9 Joukowsky 
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اتصاله به ساختار قابل ساختارهای چندانفورم برای تبدیل های پیچیده، از تبدیلات کدر طراحی متالنز

 الکتریکی بررسی کرده اند-تحلیل استفاده شده و نقش مشتق تبدیل را در کنترول ناحیه ساحه نوری

(Salucci et al., 2019). 

در یک شکاف باریک استفاده  برای تحلیل انتقال جریان هادی کریستوفل-تبدیل شوارتزاز  پلیز و براون

شده و شرایط سرحدی نیومن برای  نقشصفحه بالا دار به نیماند. در این کار، ناحیه شکافکرده

پوتانسیل الکتریکی مورد استفاده قرار گرفته است که منجر به حل تحلیلی صریح برای توزیع ساحه 

  .(Yariv & Sherwood, 2015)گردیده است 

سازی چارج را برای تبدیلات کانفورم بهبود داده روش شبیه (۲017و همکاران ) 10لای در بحث عددی

توان نواحی با اند. نشان داده شده است که با تنظیم مناسب گام تفاضلی و استفاده از مشتق تبدیل می

 . کردسازی سرحدات هندسی غیر هموار را به دقت مدل

تبدیل  نقشکند. را بررسی می 12MEMS طراحی و تحلیل یک محرک (20004و همکاران ) 11بروچی

و نتایج با دیتاهای  های الکتروستاتیک استفاده شدهوهو ق برای محاسبه ظرفیت کریستوفل-شوارتز

 . اندسازی و تجربی مقایسه شدهشبیه

برای  13کریستوفل-تبدیل شوارتزهای میکروفلوئیدیک، از یک مطالعه تجربی و نظری در حوزه سیستم

اند. این تبدیل به تحلیل دقیق تحلیل ساحه الکتریکی در اطراف الکترودهای دوبعدی استفاده کرده

ی و نوارهای باریک کمک نموده و مبنای یمانند الکترودهای پله ؛ساحه در نواحی با هندسه پیچیده

   (Sun, 2008). های الکترودی را فراهم ساخته استطراحی بهینه تنظیم

این تحقیق حول تحلیل و توصیف مسایل الکتروستاتیک در نواحی پیچیده است. همچنین بررسی 

کلیدی در این مطالعه است. رابطه بین مشتق و خصوصیات فزیکی ساحه الکتریکی در ناحیه، هدف 

حدی لاپلاس له علاوه بر توسعه نظریه تبدیلات کانفورم، کاربردهای مهمی در حل مسایل سر این مسأ

 های الکتریکی خواهد داشت. سازی، پوتانسیلو مدل

این مقاله برجسته ساختن نقش تبدیل کانفورم و مشتق آن در بررسی حل مسایل الکتروستاتیک  هدف

است. برای رسیدن به این هدف از نظریه توابع هارمونیک، انالیز تابعی و هندسه تحلیلی، شرایط لازم 

ایل سرحدی شود و اثرات این رفتار بر حل مسو کافی برای کنترول رفتار مشتق در سرحدات استفاده می

                                                           
10 Lai 
11 Bruschi 
12 (Micro Electric Mechanical Systems) 
13 Schwarz-Christoffel 
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گیرد. برای اینکه نقش عملی مشتق تبدیل کانفورم ها و پوتانسیل الکتریکی مورد بررسی قرار میساحه

شود تا چند مثال تحلیلی از تبدیلات کانفورم با سرحدات خاص بررسی میبه درستی توضیح شود، 

 شود. یثر واقع منفورم در حل مسایل الکتروستایک مؤ نشان داده شود چگونه تبدیل کا

تر، در ثر در نقش کردن نواحی پیچیده هندسی به نواحی سادهدیلات کانفورم به عنوان ابزاری مؤ تب

های اخیر، مطالعات زیادی با کاربرد بسیار زیاد پیدا کرده اند. در سال تحلیل مسایل الکتروستاتیک

نقش  یدهندهت که نشانشیتز منتشر شده اسگوشه، ناهمواری، یا سرحدات لیپ تمرکز در نواحی دارای

 کلیدی آن در تعیین شدت و جهت ساحه الکتریکی است. 

 تحقیق روش
تیوریک است که هدف آن بررسی نقش تبدیلات کانفورم  و مشتق -این تحقیق از نوع مطالعه تحلیلی

مشتق بر شدت  بعدی پیچیده و تحلیل اثرات سرحدییکی در نواحی دو ها در توزیع پوتانسیل الکترآن

ابتدا مفاهیم اساسی از  ی است کهبه گونه در این مقالهاستراتیژی تحقیق ساحه الکتریکی است. 

های پواسون برای دیسک واحد و نیم صفحه مرور شده معادلات لاپلاس، شرایط دیریکله و فورمول

های آن و ویژگی مانند تحلیل مختلط، تابع هارمونیک، مشتق کانفورم ؛های نظریابزار اند. سپس

. برای حل مسایل مشخص، ابتدا نواحی فزیکی با ساختار هندسی پیچیده با است بررسی گردیده

استفاده از تبدیلات کانفورم به نواحی ساده تبدیل شده و سپس توزیع پوتانسیل با استفاده از 

واحی بررسی شده و . در ادامه مشتق تبدیل و رفتار آن در ناست های پواسون محاسبه گردیدهفورمول

. سه مثال یداثرات آن بر شدت ساحه الکتریکی تحلیل شده و وکتور ساحه الکتریکی نیز محاسبه گرد

 ، ناحیه بیرونی یک پارابول و قطاع یک دایره ارایه گردید.شکل -توضیحی برای ناحیه لنز

 تعریف مفاهیم

 مرور معادلات لاپلاس و شرایط سرحدی در الکتروستاتیک

های ساکن و ساحه الکتریکی آن را مورد الکتروستاتیک یک بخش از علم فزیک است که چارج

قدر کوچک که اثر محسوسی بر ساحه نداشته اگر یک چارج مثبت واحد )آندهد. مطالعه قرار می

ج ، قوه وارد بر این چار که قبلاْ هیچ چارجی در آن وجود ندارد گذاشته شود 𝐴خواه باشد( در نقطه دل

توان از یک پوتانسیل شود. این این قوه را مینشان داده می 𝐸نام دارد و  𝐴شدت میدان الکتریکی در 

 .(Griffiths, 2017) دست آوردشود بهکه گاهی پوتانسیل الکتروستاتیک نامیده می 𝜙مانند 

𝐸 = −∇𝜙, (1) 
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 شود صورت زیر تعریف میاپراتور لاپلاس است و برای مختصات کارتیزینی دو بعدی به ∇طوریکه 

∇2𝜙 =
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
. 

  که: داردقانون گاوس بیان می

∇ ∙ 𝐸 =
𝜌

𝜀
, (۲) 

𝜀ضریب گذردهی محیط ) برای خلا  𝜀کثافت چارج سطحی در نقطه مورد نظر،  𝜌طوریکه  ≈

8.85 × 10−12 𝐹𝑎𝑟𝑎𝑑𝑠 𝑝𝑒𝑟 𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟(
𝐹

𝑚
 داریم که  (۲)و  (1)( است. از معادله  ((

∇ ∙ 𝐸 = −∇2𝜙. (۳) 

  :شودصورت زیر تبدیل میبنابراین، قانون گاوس به

∇2𝜙 = −
𝜌

𝜀
. (4) 

𝜌ناحیه مورد نظر چارج وجود نداشته باشد، یعنی  در هرگاه = به شکل زیر ساده  (4)، معادله 0

 شود. می

∇2𝜙 = 0, (5) 

 همان معادله لاپلاس است.  (5)معادله 

پس وقتی در یک ناحیه هیچ چارج الکتریکی وجود نداشته باشد، توزیع پوتانسیل الکتریکی در آن 

 کند. است که معادله لاپلاس را صدق می 𝜙ناحیه تابع 

 باشد.  𝐶( یک ناحیه همبند ساده محدود به منحنی بسته ساده 1)شکل  𝑅فرض کنیم 

 

 
 محدود شده است 𝐶دهد که توسط منحنی را نشان می 𝑅بند ساده : ناحیه هم1شکل 
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شد. مثلاً، می 𝑅ناحیه  صفحه بالای محور را می 𝑅تواند نامحدود با در  𝐶به عنوان سرحد  𝑥توان نیم 

ــت.  ــدله دیریکله اس ــایل مقدار سرحدی که اهمیت زیاد دارد، مس ــایل نظر گرفت. یکی از مس در مس

تابعی را دریافت کنیم که در داخل یک ناحیه مشـــخص، خاصـــیت   دیریکله، هدف این اســـت که

های مشــخص )شرط سرحدی( داشــته هارمونیک بودن را داشــته باشــد و روی سرحد آن ناحیه مقدار

ــد ــت که معادله لاپلاس را در داخل ناحیه  Ωهارمونیک در  تابع .باش ــدق کند.   Ωتابعی اس هرگاه ص

Ω ⊂ ℂ  با سرحد𝜕Ω  و تابع𝑓  در𝜕Ω  متمادی باشـــد، مســـدله دیریکله دریافت تابع هارمونیک𝜙 

 است طوریکه

{
Δ𝜙 = 0,                  Ω در

𝜙 = 𝑓,           𝜕Ωدر سرحد
 (۶) 

 باشد. 

باشد، وکتور ساحه الکتریکی در هر نقطه این ناحیه پوتانسیل  𝑅توزیع پوتانسیل در ناحیه  𝜙هرگاه 

 . (Griffiths, 2017) شوداستخراج میطور ذیل 

𝜀 = −𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 = −
𝜕𝜙

𝜕𝑥
−
𝑖𝜕𝜙

𝜕𝑦
. (7) 

 مسئله دیریکله برای دایره واحد، فورمول پواسون

|𝑧|یک دایره واحد  𝐶1فرض کنیم  = ای داخل این دایره باشد. یک تابع که در هر نقطه ناحیه 𝑅و  1

(𝑟, 𝜃)  از𝑅  معادلات لاپلاس را صدق کند )یعنی هارمونیک باشد( و مقدار𝐹(𝜃)  را روی𝐶1  بگیرد

,𝜙(𝑟)یعنی  𝜃) = 𝐹(𝜃)(عبارت است از (Needham, 1997). 

𝜙(𝑟, 𝜃) =
1

2𝜋
∫

(1 − 𝑟2)𝐹(φ)𝑑𝜑

1 − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜑) + 𝑟2
 

2𝜋

0

, (8) 

 شود. فورمول پواسون برای یک دایره واحد نامیده می (8)رابطه 

 له دیریکله برای یک نیم صفحهمسأ

𝑦یک تابع که در نیم صفحه  > 0 (𝐼𝑚{𝑧} > را روی محور  𝐺(𝑥)هارمونیک بوده و مقدار  (0

𝑥  بگیرد ) یعنی𝜙(𝑥, 0) = 𝐺(𝑥) ,      − ∞ < 𝑥 <  ( توسط رابطه  ∞

𝜙(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋
∫

𝑦 𝐺(𝜂) 𝑑𝜂

𝑦2 + (𝑥 − 𝜂)2

∞

−∞

, (9) 
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 شود. بنام فورمول پواسون برای یک نیم صفحه نامیده می (9)شود. فورمول داده می

سازد. در بسیاری از مسایل عملی، شکل ناحیه بسیار پیچیده است که مستقیماً حل معادله را دشوار می

های مثل تبدیل کانفورم و انالیز رفتار سرحدی مشتق، امکان کخنیدر این موارد، استفاده از ت

 . (Spiegel, 2009) کندسازی مسدله و یافتن حل تحلیلی یا نیمه تحلیلی را فراهم میساده

 معرفی تبدیل کانفورم

های کوچک ها و شکلتبدیل کانفورم یک تبدیل تحلیلی بین دو ناحیه صفحه مختلط است، که زاویه

 کند. یعنیرا حفظ می

 پذیر مختلط است. صورت تحلیلی و مشتقبه 

 کند.  در نقاط که مشتق آن صفر نباشد، زاویه را حفظ می 

تشکیل داده اند، پس از تبدیل  𝑧در صفحه  𝜃ای ای زاویهبه عنوان مثال، اگر دو خط که در نقطه

 . (Churchill & Brown, 2009) را خواهد داشت 𝜃کانفورم، این دو خط در تصویر به همدیگر زاویه

 مشتق تبدیل کانفورم

تحلیلی است، دارای  𝜙یک تبدیل کانفورم بین دو ناحیه در صفحه مختلط باشد. چون  𝜙فرض کنید 

در واقع نرخ تغییر اندازه  |𝜙′(𝑧)|در تمام نقاط داخلی ناحیه است. مقدار  𝜙′(𝑧)مشتق مختلط 

و مشتق آن  𝜙(𝑧)هموار و منظم باشد، یعنی تابع  Ω��است. اگر سرحد ناحیه  𝑧موضعی در نقطه 

𝜙′(𝑧)  در نزدیکی سرحد معمولاً پیوسته و محدود هستند. در این حالت پوتانسیل و ساحه الکتریکی

های با زاویه داخلی غیر حاصل نیز رفتار نورمال خواهد داشت. در صورتکه سرحد ناحیه شامل گوشه

𝜃صفری ) < 𝜋  شودلاً در نزدیکی آن نقطه نامتناهی می( باشد، مشتق تبدیل معمو (Churchill & 

Brown, 2009) . 

 قضایای مورد استفاده دراین مقاله 

𝑤: فرض کنیم 1قضیه  = 𝑓(𝑧)  در ناحیه𝑅  از صفحه𝑧  تحلیلی باشد، در این صورت معکوس آن

𝑧 = 𝑔(𝑤)  در𝑅  وجود دارد به شرطی که در𝑅 , 𝑓′(𝑧) ≠ باشد ) یعنی کانفورم بودن تبدیل  0

 .(Spiegel, 2009) شود(تضمین می 𝑅در هر نقطه 
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,𝜙(𝑥: فرض کنیم ۲قضیه 𝑦)  در𝑅  هارمونیک بوده و𝑅  به وسیله تبدیل𝑤 = 𝑓(𝑧)  به𝑅′  در

𝑓′(𝑧)تحلیلی است و  𝑓(𝑧)شود که در آن نقش می 𝑤صفحه  ≠ 𝑥طوری که  0 = 𝑥(𝑢, 𝑣)  و

𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣) پس . 

𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝜙[𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)] = 𝜓(𝑢, 𝑣), (10) 

𝑤هارمونیک است. یعنی یک تابع هارمونیک تحت تبدیل  ′𝑅در  = 𝑓(𝑧)  که تحلیلی است به یک

 (.Needham, 1997) شودتابع هارمونیک تبدیل می

𝜙 ،باشد 𝑧یک ناحیه در صفحه  𝐶: هرگاه روی سرحد یا بخشی از سرحد ۳قضیه  = 𝑎 (ثابت) ،

𝜓داریم که  𝑤در صفحه  ′𝐶آنگاه روی نقش آن  = 𝑎 به همین ترتیب، اگر مشتق قایم بر .𝐶  صفر

داشته باشیم  𝐶باشد ) یعنی بر 
𝜕𝜙

𝜕𝑛
=  نیز صفر است ′𝐶بر  𝜓( در این صورت مشتق قایم  0

 (Churchill & Brown, 2009) . 

  هایافته
 آن در حل مسایل الکتروستاتیککاربرد تبدیل کانفورم و مشتق 

برای اینکه نقش تبدیل کانفورم و مشتق آن در حل مسایل الکتروستاتیکی مشخص شود، مسایل 

کنیم که در ابتدا تبدیلات کانفورم تعریف می گیریم؛سه ناحیه مختلف در نظر می الکتروستاتیک را در

تر نقش کند، مسایل الکتروستاتیک را در این نواحی ساده با استفاده از این نواحی را به نواحی ساده

 دهیم. کنیم و سپس حل آن را در نواحی اصلی انتقال میهای پواسون حل میفورمول

سأ سدله اول الکتروستاتیکی، نا1له م شکل  -حیه لنز. به عنوان م ( با زاویه ۲شکل )
𝜋

𝑚
 ،𝑚 ≥ را در  2

خواهیم توزیع پوتانســـیل الکتریکی را در این ناحیه با شرایط سرحدی زیر دریافت گیریم. مینظر می

 کنیم. 

 باشد.  𝑉0پوتانسیل  𝐵𝐶روی قوس  .1

 های دیگر منحنی پوتانسیل صفر باشد.در قسمت .۲
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 شکل ب                                                                         شکل الف                             

 (Spiegel, 2009)دهد : نقش ناحیه لنز شکل به نیم صفحه بالای را نشان می2شکل 

 :ناحیه لنز شکل با استفاده از تبدیل

𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 = 𝑒2𝑚𝑖 cot
−1 𝑝(

𝑧+1
𝑧−1

)
𝑚

, (11) 

تحت این تبدیل، به  𝐶𝐷𝐴و  𝐴𝐵𝐶های شــود. قوس( نقش می۲)شــکل  𝑤روی نیم صــفحه بالای 

ـــفحه  ′𝐶′𝐷′𝐴و  ′𝐴′𝐵′𝐶ترتیب روی محور حقیقی منفی و مثبت  ـــوندنقش می 𝑤ص  ,Spiegel) ش

𝜙. در این صورت، شرایط سرحدی (2009 = 𝑉0  روی قوس𝐵𝐶  به شرایط سرحدی𝜙 = 𝑉0  روی

 پوتانسیل صفر است.   𝑤کند و در جاهای دیگر صفحه مطابقت می 𝑤در صفحه  ′𝐵′𝐶انتروال 

شرط  [1,0−]در انتروال   کنیم.حل می (9)اکنون مسدله را در نیم صفحه بالای با استفاده از فورمول 

𝐺(𝜂)سرحدی  = 𝑉0 و در جاهای دیگر صفر است. پس 

𝜙(𝑢. 𝑣) =
1

𝜋
∫

𝑣 𝐺(𝜂) 𝑑𝜂

𝑣2 + (𝑢 − 𝜂)2

∞

−∞

=
1

𝜋
∫

𝑣 𝑉0 𝑑𝜂

𝑣2 + (𝑢 − 𝜂)2

−1

−∞

+
1

𝜋
∫

𝑣 𝑉0 𝑑𝜂

𝑣2 + (𝑢 − 𝜂)2
+
1

𝜋
∫

𝑣 𝑉0 𝑑𝜂

𝑣2 + (𝑢 − 𝜂)2

∞

0

0

−1

 

=
1

𝜋
∫

𝑣 𝑉0 𝑑𝜂

𝑣2 + (𝑢 − 𝜂)2

0

−1

=
𝑉0
𝜋
tan−1 (

𝜂 − 𝑢

𝑣
) |
0

−1
 

               =
𝑉0
𝜋
[tan−1 (−

𝑢

𝑣
) − tan−1 (

−1 − 𝑢

𝑣
)] ∙  (1۲) 

 دهد.  توزیع پوتانسیل را در نیم صفحه بالای نشان می (1۲)رابطه 



 

 

 ابلـنتون کـپوهعلوم طبیعی  تحقیقی - علمی یهلـمج 159

 
𝑢های برای اینکه توزیع پوتانسیل را در ناحیه فزیکی بدست آوریم، نیاز است که قیمت = 𝑅𝑒(𝑤) 

𝑣و  = 𝐼𝑚(𝑤)  را از جنس𝑥  و𝑦  ـــل کنیم و در رابطه ـــع کنیم. چون  (10)حاص ـــمت  𝑢وض قس

ــمت موهومی  𝑣و  (11)تبدیل  (𝑅𝑒(𝑤))حقیقی  ــت. بناً تلاش می (𝐼𝑚(𝑤))قس کنیم تبدیل اس

 قسمت حقیقی و موهومی آن را دریافت کنیم. فرضاً 

𝑡 ≔ 𝑝 (
𝑧 + 1

𝑧 − 1
)
𝑚

, (1۳) 

 کنیم. استفاده می باشد. از عینیت معکوس کوتانجانت مختلط

cot−1 𝑡 =
1

2𝑖
ln (

𝑡 + 𝑖

𝑡 − 𝑖
) , (14) 

𝑒2𝑚𝑖با استفاده از رابطه cot
−1 𝑡 = (

𝑡+𝑖

𝑡−𝑖
)
𝑚

 ( طور ذیل به دست میاید11، تبدیل ) 

𝑤 = (
𝑝 (
𝑧 + 1
𝑧 − 1)

𝑚

+ 𝑖

𝑝 (
𝑧 + 1
𝑧 − 1)

𝑚

− 𝑖

)

𝑚

,  

𝑧چون  = 𝑥 + 𝑖𝑦 ؛پس ؛است 

𝑧 + 1

𝑧 − 1
=
𝑥 + 1 + 𝑖𝑦

𝑥 − 1 − 𝑖𝑦
=
𝑥2 + 𝑦2 − 1 − 2𝑖𝑦

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
=:𝐴 + 𝑖𝐵 

  ،طوریکه

𝐴 =
𝑥2 + 𝑦2 − 1

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
,            𝐵 =

−2𝑦

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
 , 

  :پس

𝑠 ≔ (𝐴 + 𝑖𝐵)𝑚 = 𝑅0
𝑚[cos(𝑚𝜃0) + 𝑖 sin(𝑚𝜃0)] , 

  ،طوریکه

𝑅0 = √𝐴2 + 𝐵2 , 

                            𝜃0 = arg(𝐴 + 𝑖𝐵) = tan−1 (
𝐵

𝐴
) , 
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  :داریم که (14)از رابطه 

𝑡 = 𝑝(𝐴 + 𝑖𝐵)𝑚 = 𝑝𝑅0
𝑚[cos(𝑚𝜃0) + 𝑖 sin(𝑚𝜃0)]

= 𝑝 𝑅0
𝑚 cos(𝑚𝜃0) + 𝑖 𝑝𝑅0

𝑚 sin(𝑚𝜃0), 

  :کنیم کهتعریف می

𝑎 = 𝑝𝑅0
𝑚 cos(𝑚𝜃0), 𝑏 = 𝑝𝑅0 sin(𝑚𝜃0), 

  𝑤 = (
𝑡+𝑖

𝑡−𝑖
 کنیمرا محاسبه می  (

𝑡 + 𝑖 = 𝑎 + 𝑖(𝑏 + 1),       𝑡 − 𝑖 = 𝑎 + 𝑖(𝑏 − 1), 

از  𝜃و آرگومنت  𝑟مودل 
𝑡+𝑖

𝑡−𝑖
 کنیم. را محاسبه می 

𝑟 = |
𝑡 + 𝑖

𝑡 − 𝑖
| = √

𝑎2 + (𝑏 + 1)2

𝑎2 + (𝑏 − 1)2
, 

𝜃 = arg (
𝑡 + 𝑖

𝑡 − 𝑖
) = arctan (

𝑏 + 1

𝑎
) − arctan (

𝑏 − 1

𝑎
) , 

 ،نویسیمرا می 𝑤قسمت حقیقی و موهومی 

𝑤 = 𝑟𝑚(cos(𝑚𝜃) + 𝑖 sin(𝑚𝜃)), 

{
𝑅𝑒(𝑤) = 𝑟𝑚 cos(𝑚𝜃)

𝐼𝑚(𝑤) = 𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃)
, 

 است.  𝑦و  𝑥جنس  طوریکه تمام حدود تابع از

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

𝑎 = 𝑝𝑅0
𝑚 cos(𝑚𝜃)

𝑏 = 𝑝𝑅0
𝑚 sin(𝑚𝜃)

,

𝑅0 = √(
𝑥2 + 𝑦2 − 1

((𝑥 − 1)2 + 𝑦2
)

2

+ (
2𝑦

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
)
2

,

(

−2𝑦
(𝑥 − 1)2 + 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 − 1
(𝑥 − 1)2 + 𝑦2

) = arctan (
2𝑦

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
)

𝑟 = √
𝑎2 + (𝑏 + 1)2

𝑎2 + (𝑏 − 1)2
,

𝜃 = arctan (
𝑏 + 1

𝑎
) − arctan (

𝑏 − 1

𝑎
) ,

, (15) 

 است.   (11)تبدیل   𝑣و  𝑢قیمت  ،در نتیجه
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{
𝑢 = 𝑟𝑚 cos(𝑚𝜃),
𝑣 = 𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃) .

(1۶) 

ـــع کنیم، قیمت (1۶)در رابطه  (15)را از رابطه  𝜃و  𝑟های هرگاه قیمت پارامتر از  𝑣و  𝑢های وض

 شود. حاصل می 𝑦و  𝑥جنس 

 گردانیم. را در ناحیه فزیکی برمی (1۲)حل 

𝜙(𝑥. 𝑦) =
𝑉0
𝜋
[tan−1 (−

𝑢

𝑣
) − tan−1 (

−1 − 𝑢

𝑣
)]   

=
𝑉0
𝜋
 [tan−1 (−

𝑟𝑚 cos(𝑚𝜃)

𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃)
) − tan−1 (

−1 − 𝑟𝑚 cos(𝑚𝜃)

𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃)
)] , (17) 

 کند. ( محاسبه می۲توزیع پوتانسیل را در ناحیه لنز شکل )شکل  (17)رابطه 

ـــی می ـــتاتیک بررس ـــتق تبدیل کانفورم را در الکتروس کنیم. وقتی حل معادله لاپلاس اکنون نقش مش

𝜙(𝑧)توسط تبدیل کانفورم  = 𝜙(𝑓(𝑧)) = 𝜙(𝑤) 

ساده انتقال داده می صلی به ناحیه  ساحه الکتریکی در ناحیه فزیکی توسط رابطه زیر از ناحیه ا شود، 

 شود. حاصل می

𝐸⃗ 𝑧 = −∇𝑧𝜙(𝑧) = −∇𝑧 [𝜙(𝑓(𝑧))] = −(
𝑑𝜙

𝑑𝑤
) ∙ 𝑓′(𝑧) . (18) 

 حاصل ضرب  𝑧بناً ساحه الکتریکی در مستوی 

 
𝑑𝜙

𝑑𝑤
 : ساحه الکتریکی در ناحیه انتقال شده  

 𝑓′(𝑧) مشتق تبدیل کانفورم : 

دهد که شدت و جهت ساحه الکتریکی در ناحیه فزیکی مستقیماً نشان می (18)است. رابطه 

تواند به شــکل زیر می 𝑓′(𝑧)مختلط اســت. مشــتق  𝑓′(𝑧)وابســته به مشــتق تبدیل کانفورم 

 نوشته شود

𝑓′(𝑧) = 𝜌𝑒𝑖𝜃, 

  ،طوریکه

 𝜌 = |𝑓′(𝑧)| عامل مقیاس افزایش یا کاهش موضعی شدت ساحه الکتریکی : 
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 arg(𝑓′(𝑧))ر ناحیه اصلی به چه کند که ساحه د: تغیر جهت ساحه الکتریکی ) تعیین می

 شود. ی در ناحیه انتقال شده منحرف میسمت و زاویه

دارای شـدت و جهت ثابت باشـد، تصـویر آن سـاحه در  𝑤اسـت. اگر سـاحه الکتریکی در صـفحه 

شد، و این تغییرات تنها مربوط  𝑧صفحه  شدت و هم از نظر جهت متفاوت با ست هم از نظر  ممکن ا

 به مشتق تبدیل کانفورم است. 

 عبارت است از  (11)مشتق تبدیل 

𝑓′(𝑧) =
4𝑚𝑖𝑝 (

𝑧 + 1
𝑧 − 1

)
𝑚−1

(𝑧 − 1)2 [1 + 𝑝2 (
𝑧 + 1
𝑧 − 1)

2𝑚

]

∙ exp [ 2𝑚𝑖 cot−1 (𝑝 (
𝑧 + 1

𝑧 − 1
)
𝑚

)] , (19) 

 |𝑓′(𝑧)| سبه می ساحه الکتریکی را محا شدت  شان دهنده عامل مقیاس افزایش یا کاهش  کنیم که ن

 است. 

|𝑓′(𝑧)| = ||
4𝑚𝑖𝑝 (

𝑧 + 1
𝑧 − 1)

𝑚−1

(𝑧 − 1)2 [1 + 𝑝2 (
𝑧 + 1
𝑧 − 1)

2𝑚

]

|| =
4|𝑚||𝑝| |

𝑧 + 1
𝑧 − 1|

𝑚−1

|𝑧 − 1|2 ∙ |1 + 𝑝2 (
𝑧 + 1
𝑧 − 1)

2𝑚

|

 (۲0) 

مقدار افزایش یا چی 𝑧دهد که شدت ساحه الکتریکی تحت این تبدیل در نقطه نشان می (۲0)رابطه 

 یابد. کاهش می

و  𝑥از جنس  (7)کنیم. چون رابطه محاسبه می (7)وکتور ساحه الکتریکی این ناحیه را توسط رابطه 

𝑦  است و توزیع پوتانسیل به شکل قطبی از جنس𝑟  و𝜃قطبی  ، پس خوب است که در نخست شکل

 را دریافت کنیم.  (7)رابطه 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 ,   𝑦 = 𝑟 sin 𝜃, 

 از قاعده زنجیری داریم 

 یا 

{
 

 
𝜕𝜙

𝜕𝑥
= cos 𝜃

𝜕𝜙

𝜕𝑟
−
sin 𝜃

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝜃
𝜕𝜙

𝜕𝑦
= sin 𝜃

𝜕𝜙

𝜕𝑟
+
cos 𝜃

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝜃

 , (۲1) 

 کنیم. وضع می (7)را در رابطه  (۲1)رابطه 
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−
𝜕𝜙

𝜕𝑥
−
𝑖𝜕𝜙

𝜕𝑦
= −(cos 𝜃

𝜕𝜙

𝜕𝑟
−
sin 𝜃

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝜃
) − 𝑖 (sin 𝜃

𝜕𝜙

𝜕𝑟
+
cos 𝜃

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝜃
), 

 سازی و گروپ بندی داریم که بعد از ساده

−
𝜕𝜙

𝜕𝑥
−
𝑖𝜕𝜙

𝜕𝑦
= −𝑒𝑖𝜃

𝜕𝜙

𝜕𝑟
+
1

𝑟
𝑒−𝑖𝜃

𝜕𝜙

𝜕𝜃
 . 

 آید. بناً وکتور ساحه الکتریکی در شکل قطبی توسط رابطه زیر بدست می

𝜀 = −
𝜕𝜙

𝜕𝑥
−
𝑖𝜕𝜙

𝜕𝑦
= −𝑒𝑖𝜃

𝜕𝜙

𝜕𝑟
+
1

𝑟
𝑒−𝑖𝜃

𝜕𝜙

𝜕𝜃
. (۲۲) 

-هر نقطه ناحیه لنز وکتور ساحه الکتریکی در ,حال اگر اوپراتور را بالای تابع داده شده تطبیق کنیم

 شود.  فرضاً شکل حاصل می

𝒟 ≔ −𝑒𝑖𝜃
𝜕

𝜕𝑟
+
1

𝑟
 𝑒−𝑖𝜃

𝜕

𝜕𝜃
, 

𝐴 ≔ tan−1 (
−𝑟𝑚 cos(𝑚𝜃)

𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃)
) = tan−1(− cot(𝑚𝜃)), 

𝐵 ≔ tan−1 (
−1 − 𝑟𝑚 cos(𝑚𝜃)

𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃)
) , 

  :یا

𝜙(𝑟, 𝜃) =
𝑉0
𝜋
 (𝐴 − 𝐵), 

  :پس

𝒟[𝜙] =
𝑉0
𝜋
(𝒟[𝐴] − 𝒟[𝐵]), (۲۳) 

 کنیم. از قاعده زنجیری داریم را جداگانه محاسبه می 𝒟[𝐵]و  𝒟[𝐴] (۲۳)برای محاسبه 

𝜕

𝜕𝑟
= tan−1(𝑓) =

1

1 + 𝑓2
∙
𝜕𝑓

𝜕𝑟
. 
𝜕

𝜕𝜃
= tan−1(𝑓) =

1

1 + 𝑓2
∙
𝜕𝑓

𝜕𝜃
. 

 طوریکه 

  برای𝐴  :𝑓𝐴 =
−𝑟𝑚 cos(𝑚𝜃)

𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃)
= −cot(𝑚𝜃) چون ،𝐴  مستقل از𝑟  است، پس

𝜕𝐴

𝜕𝑟
= 0 

 است. 
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  برای𝐵  :𝑓𝐵 =
−1−𝑟𝑚 cos(𝑚𝜃)

𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃)
 

  :پس

𝜕𝐴

𝜕𝜃
= 𝑚 

  ،در نتیجه

𝒟[𝐴] = −𝑒𝑖𝜃 ∙ 0 +
1

𝑟
𝑒−𝑖𝜃 ∙ 𝑚 =

𝑚

𝑟
 𝑒−𝑖𝜃 (۲4) 

𝑓𝐵 =
−1 − 𝑟𝑚 cos(𝑚𝜃)

𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃)
, 

𝜕𝑓𝐵
𝜕𝑟

=
𝜂1 − 𝜂2

(𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃))2
, 

 ،طوری که

𝜂1 = −𝑚𝑟
𝑚−1 cos(𝑚𝜃) ∙ 𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃), 

           𝜂2 = (−1 − 𝑟𝑚 cos(𝑚𝜃)) ∙ 𝑚𝑟𝑚−1 sin(𝑚𝜃). 

 و 

𝜕𝑓𝐵
𝜕𝜃

=
𝑚 𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃) ∙ 𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃) − (−1 − 𝑟𝑚 cos(𝑚𝜃)) ∙ 𝑟𝑚𝑚cos(𝑚𝜃)

(𝑟𝑚 sin(𝑚𝜃))2
, 

  ،بعد از ساده سازی داریم که

𝜕𝑓𝐵
𝜕𝜃

=
𝑚(𝑟𝑚 + cos(𝑚𝜃)

𝑟𝑚 sin2(𝑚𝜃)
 . (۲5) 

کنیم. به این ترتیب وکتور ساحه الکتریکی در هر نقطه از وضع می (۲۳)را در  (۲5)و  (۲4)رابطه 

 شود. شکل حاصل می-ناحیه لنز

𝒟[𝜙] =
𝑉0
𝜋
(
𝑚

𝑟
𝑒−𝑖𝜃 −

1

1 + 𝑓𝐵
2 [𝑒

𝑖𝜃
𝜕𝑓𝐵
𝜕𝑟

−
1

𝑟
 𝑒−𝑖𝜃

𝜕𝑓𝐵
𝜕𝜃
]) , (۲۶) 

 دهنده وکتور ساحه الکتریکی در ناحیه فزیکی داده شده است. نشان (۲۶)رابطه 

ــدله 𝑦2: ناحیه خارج از پارابول  ۲مس = 4𝑝(𝑝 − 𝑥) ــکل را در نظر می (، هرگاه (ب) ۳گیریم )ش

و روی شاخه پاینی پارابول )  𝑉0یک مقدار ثابت  ( 𝐴𝐵𝐶پوتانسیل روی شاخه بالای  پارابول )قوس 
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شد. می 𝐶𝐷𝐸قوس  صفر با سیل را در هر نقطه(  نگ ای خارج از پارابول)ناحیه ر خواهیم توزیع پوتان

 شده( را محاسبه کنیم. 

 

 

 

                        

 شکل الف                                                                                 شکل ب                                     

w: ناحیه خارج از پارابول توسط تبدیل 3شکل  = 2√
p

z
−  (Spiegel, 2009) شودمیبه دیسک واحد نقش   1

ــیل را در هر نقطهکبرای این ــتفاده ه توزیع پوتانس ــبه کنیم از تبدیل کانفورم اس ی خارج پارابول محاس

ــک واحد انتقال میمی ــده را به یک دیس ــت ناحیه فزیکی داده ش دهیم. ناحیه فزیکی کنیم. در نخس

 شده توسط تبدیلداده 

𝑤 = 2√
𝑝

𝑧
− 1, (۲7) 

سک واحد نقش می شت تبدیل  (. Needham, 1997) شودبه دی   𝐴𝐵𝐶های ، قوس (۲7)با درنظردا

تا  0) از زاویه  ′𝐶′𝐷′𝐸( و  2𝜋تا  𝜋) از زاویه  ′𝐴′𝐵′𝐶های پارابول به ترتیب روی قوس 𝐶𝐷𝐸و 

𝜋شده است: شوند. در مسدله شرط سرحدی چنین داده( نقش می 

𝜙(𝑥. 𝑦) = {
𝑉0, 𝑦2 = 4𝑝(𝑝 − 𝑥)  و  𝑦 > 0

0, 𝑦2 = 4𝑝(𝑝 − 𝑥)   و    𝑦 < 0
(۲8) 

به (۲8)شرایط سرحدی  ـــک واحد معادل ناحیه فزیکی   به شرایط سرحدی در دیس ـــورت زیر  ص

 شوند. می

𝜙(𝑟. 𝜃) = {
𝑉0,   𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋
0,      0 < 𝜃 < 𝜋

  , lim
𝑟→1−

𝜙(𝑟, 𝜃) = 𝐹(𝜃) , (۲9) 

ــک واحد نقش می (۲7)چون تبدیل  ــیل در ناحیه فزیکی را به دیس کند، برای دریافت توزیع پوتانس

ــک واحد  ــون برای دیس ــک واحد از فورمول پواس  (۲9)با درنظرداشــت شرایط سرحدی   (7)دیس

  کنیم. استفاده می
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𝜙(𝑟, 𝜃) =
1

2𝜋
∫

(1 − 𝑟2)𝐹(φ)𝑑𝜑

1 − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜑) + 𝑟2
 

2𝜋

0

 

=
1

2𝜋
∫

(1 − 𝑟2) ∙ 0𝑑𝜑

1 − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜑) + 𝑟2

𝜋

0

+
1

2𝜋
∫

(1 − 𝑟2)𝑉0𝑑𝜑

1 − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜑) + 𝑟2

2𝜋

𝜋

 

=
1

2𝜋
∫

(1 − 𝑟2)𝑉0𝑑𝜑

1 − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜑) + 𝑟2

2𝜋

𝜋

 . (۳0) 

tanاز تعویض  (۳0)برای محاسبه انتگرال  (
𝜃−𝜑

2
) = 𝑡 کنیم. پس استفاده می 

cos(𝜃 − 𝜑) =
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
, 𝑑𝜑 = −

2 𝑑𝑡

1 + 𝑡2
,   𝑡1 = tan (

𝜃 − 𝜋

2
) ,

 𝑡2 = tan (
𝜃 − 2𝜋

2
) , (۳1)

 

 کنیم. وضع می (۳0)در انتگرال  (۳1)تعویضات را از رابطه 

𝜙(𝑟, 𝜃) =
1

2𝜋
∫

(1 − 𝑟2)𝑉0𝑑𝜑

1 − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜑) + 𝑟2

2𝜋

𝜋

=
1

2𝜋
∫

−2(1 − 𝑟2)𝑉0 𝑑𝑡

(1 − 𝑟)2 + (1 + 𝑟)2 𝑡2

𝑡2

𝑡1

=
(1 − 𝑟2)𝑉0

𝜋
∫

 𝑑𝑡

(𝑟 − 1)2 + (𝑟 + 1)2 𝑡2

𝑡2

𝑡1

= −
𝑉0
𝜋
[arctan (

(1 + 𝑟)𝑡

1 − 𝑟
)]
𝑡1

𝑡2

= −
𝑉0
𝜋
[arctan (

(1 + 𝑟)𝑡2
1 − 𝑟

) − arctan (
(1 + 𝑟)𝑡1
1 − 𝑟

)] .  

=
𝑉0
𝜋
[arctan(

(1 + 𝑟) tan (
𝜃 − 𝜋
2 )

1 − 𝑟
) − arctan(

(1 + 𝑟) tan (
𝜃 − 2𝜋
2 )

1 − 𝑟
)] , (۳۲) 

 دهد. نشان می 𝑤توزیع پوتانسیل را در دیسک واحد مستوی  (۳۲)رابطه 

𝑤داریم   𝑤کنیم.  در مستوی اکنون توزیع پوتانسیل را در ناحیه فزیکی دریافت می = 𝑢 + 𝑖𝑣  
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 :پس

{
𝑟 = √𝑢2 + 𝑣2,

𝜃 = arctan (
𝑣

𝑢
) .

(۳۳) 

 کنیم. دریافت می 𝑦و  𝑥را از جنس  𝑣و  𝑢های قیمت (۲7)با استفاده از تبدیل 

𝑤(𝑧) = 𝑢 + 𝑖𝑣 = 2√
𝑝

𝑧
− 1 =

2√𝑝

√𝜌
(cos (

𝜃𝑧
2
) − 𝑖 sin (

𝜃𝑧
2
)) − 1, (۳4) 

𝜌طوریکه  = √𝑥2 + 𝑦2  و𝜃𝑧 = arctan (
𝑦

𝑥
اســت. بعد از مشــخص کردن  𝑧روی مســتوی  (

 شود. چنین حاصل می 𝑦و  𝑥از جنس  𝑣و  𝑢های قیمت  (۳4)های حقیقی و موهومی قسمت

{
  
 

  
        𝑢 =

2√𝑝

√𝑥2 + 𝑦2
cos (

1

2
arctan (

𝑦

𝑥
)) − 1,

𝑣 =
2√𝑝

√𝑥2 + 𝑦2
sin (

1

2
arctan (

𝑦

𝑥
)) .

𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2

(۳5) 

ضع کنیم، قیمت (۳۳)در رابطه  (۳5)را از رابطه  𝑣و  𝑢های هرگاه قیمت و  𝑥از جنس  𝜃و  𝑟های و

𝑦 های شود. برای اینکه توزیع پوتانسیل در ناحیه فزیکی حاصل شود، قیمتحاصل می𝑟  و𝜃  که از

ست در رابطه  𝑦و  𝑥جنس  ضع می (۳۲)ا سیل )حل معادله لاپلاس و کنیم، به این ترتیب توزیع پوتان

 شود. ( در ناحیه اصلی ) خارج از پارابول( حاصل می

شتق تبدیل  سبه می (۲7)م ساحه الکتریکی در ناحیه را محا شدت  شان دهنده عامل مقیاس  کنیم که ن

 فزیکی است. 

𝑤 = 2√
𝑝

𝑧
− 1 ⇒ 𝑤′(𝑧) = −√

𝑝

𝑧3
 , 

|′𝑤|پس  = |√
𝑝

𝑧3
 تعیین کنیده عامل کشش شدت ساحه الکتریکی است.  |

 برای اینکه وکتور ساحه الکتریکی را در هر نقطه از ناحیه فزیکی دریافت کنیم، کافی است اوپراتور

 𝒟 ≔ −𝑒𝑖𝜃
𝜕

𝜕𝑟
+
1

𝑟
 𝑒−𝑖𝜃

𝜕

𝜕𝜃
 تطبیق کنیم. پس  (۳۲)را بالای حل   
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𝒟[𝜙(𝑟. 𝜃)] =
4𝑉0
𝜋
∙
[𝜇1 − 𝜇2]𝑒

𝑖𝜃

𝜇3
 , (۳۶) 

 ،طوریکه

𝜇1 = 2(𝑟2 − 1)
cos 𝜃

sin2 𝜃
 , 

𝜇2 = (𝑟
2 tan (

𝜃

2
) +

𝑟2

tan (
𝜃
2)
+ tan (

𝜃

2
) +

1

tan (
𝜃
2)
), 

𝜇3 = [(𝑟 − 1)
2 + (𝑟 + 1)2 tan2 (

𝜃

2
)] [(𝑟 − 1)2 + (𝑟 + 1)2 cot2 (

𝜃

2
)], 

 (۳۶)دریافت کنیم و در رابطه  𝑦و  𝑥از جنس  (۳5)با اســـتفاده از رابطه   را 𝜃و  𝑟های هرگاه قیمت

 شود. وضع کنیم، وکتور ساحه الکتریکی در ناحیه خارج از پارابول حاصل می

ــدله  ــکل : قطاع یک دایره واحد را در نظر می۳مس ــیل روی قوس 4گیریم )ش   𝐴𝐵𝐶(، هرگاه پوتانس

ای خواهیم توزیع پوتانســیل را در هر نقطههای دیگر صــفر باشــد. میو در کناره 𝑉0یک مقدار ثابت 

 این قطاع دایره دریافت کنیم. 

 (Spiegel, 2009)  دهد: نقش یک قطاع دایره را به نیم صفحه بالای نشان می4شکل            

 قطاع دایره داده شده توسط تبدیل 

𝑤 = (
1 + 𝑧𝑚

1 − 𝑧𝑚
) .         𝑚 ≥ 2 (۳7) 

نقش  ′𝐴′𝐵′𝐶قطاع دایره روی محور حقیقی منفی  𝐴𝐵𝐶شود. قوس به نیم صفحه بالای نقش می

و در  𝑉0پوتانسیل  𝐴𝐵𝐶روی قوس  𝑧. شرایط سرحدی اینکه در مستوی (Needham, 1997) شودمی

 ′𝐴′𝐵′𝐶معادل است به اینکه روی محوری حقیقی منفی  𝑤ر باشد، روی مستوی های دیگر صفکناره

 بشکل  شکل الف
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(𝑢 < 𝑢) مثبت  و روی محور حقیقی 𝑉0پوتانسیل (0 > ناحیه  (۳7)صفر است. چون تبدیل  (0

 𝑤کند، پس از فورمول پواسون برای نیم صفحه روی مستوی فزیکی را به نیم صفحه بالای نقش می

 کنیم. استفاده می

𝜙(𝑢, 𝑣) =
1

𝜋
∫

𝑣 𝐺(𝜂) 𝑑𝜂

𝑣2 + (𝑢 − 𝜂)2

∞

−∞

=
1

𝜋
∫

𝑣 𝐺(𝜂) 𝑑𝜂

𝑣2 + (𝑢 − 𝜂)2

0

−∞

+
1

𝜋
∫

𝑣 𝐺(𝜂) 𝑑𝜂

𝑣2 + (𝑢 − 𝜂)2
.

∞

0

(۳8)

 

صفر است، زیرا شرایط سرحدی در محور حقیقی مثبت صفر است. قسمت  (۳8)قسمت دوم رابطه 

 کنیم. را محاسبه می (۳8)اول رابطه 

𝜙(𝑢, 𝑣) =
1

𝜋
∫

𝑣 𝐺(𝜂) 𝑑𝜂

𝑣2 + (𝑢 − 𝜂)2
=
1

𝜋
∫

𝑣 𝐺(𝜂) 𝑑𝜂

𝑣2 + (𝑢 − 𝜂)2
=
𝑉0
𝜋
tan−1 (

𝜂 − 𝑢

𝑣
)

0

−∞

|
∞

−∞ −∞

0 

 

=
𝑉0
𝜋
[
𝜋

2
− tan−1 (

𝑢

𝑣
)] =

𝑉0
2
−
𝑉0
𝜋
tan−1 (

𝑢

𝑣
) . (۳9) 

شان می (۳9)  صفحه بالای ن سیل را در نیم  سیل را در ناحیه توزیع پوتان دهد. برای اینکه توزیع پوتان

ــمت (۳7)فزیکی دریافت کنیم، در تبدیل  دریافت  𝑦و  𝑥های حقیقی و موهومی آن را از جنس قس

 کنیم. می

 کنیم که:تعریف می

𝑧 = 𝑅𝑒𝑖𝜃 ,     𝑅 = |𝑧|𝑚 = (𝑥2 + 𝑦2)
𝑚
2 ,    𝜃 = 𝑚 arg(𝑧) = 𝑚 tan−1 (

𝑦

𝑥
) , 

 پس:

1 + 𝑧𝑚

1 − 𝑧𝑚
=
1 + 𝑅𝑒𝑖𝜃

1 − 𝑅 𝑒𝑖𝜃
=
(1 + 𝑅 cos 𝜃) + 𝑖 𝑅 sin 𝜃

(1 − 𝑅 cos 𝜃) − 𝑖 𝑅 sin 𝜃
 , (40) 

 سازی داریم که کنیم، بعد از سادهرا ضرب مزدوج مخرج می (40)صورت و مخرج 

𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 =
(1 − 𝑅2) + 2𝑖 𝑅 sin 𝜃

1 − 2𝑅 cos 𝜃 + 𝑅2
 , (41) 

 شود قسمت حقیقی و موهومی آن چنین نتیجه می (41)از 
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{
 

 𝑢 =
1 − 𝑅2

1 − 2𝑅 cos 𝜃 + 𝑅2
,

𝑣 =
2𝑅 sin 𝜃

1 − 2𝑅 cos 𝜃 + 𝑅2
.

 (4۲) 

وضــع کنیم، توزیع پوتانســیل  (۳9)در  (4۲)از رابطه  𝜃و  𝑟را از جنس  𝑣و  𝑢های حالا اگر قیمت

 شود. در ناحیه فزیکی چنین حاصل می

𝜙(𝑥, 𝑦) =
𝑉0
𝜋
− tan−1 (

1 − 𝑅2

2 𝑅 sin 𝜃
) . (4۳) 

وضع کنیم، در نتیجه توزیع پوتانسیل روی ناحیه  (4۳)در رابطه  𝑦و  𝑥را از جنس  𝜃و  𝑅های قیمت

 شود. فزیکی حاصل می

𝜙(𝑥, 𝑦) =
𝑉0
𝜋
− tan−1(

1 − (𝑥2 + 𝑦2)
𝑚
2

2 (𝑥2 + 𝑦2)
𝑚
2 sin(tan−1 (

𝑦
𝑥)
) , (44) 

 دهنده توزیع پوتانسیل روی ناحیه فزیکی است. نشان (44)

 کنیم. را محاسبه می (۳7)مشتق تبدیل 

𝑓(𝑧) = (
1 + 𝑧𝑚

1 − 𝑧𝑚
) ⇒ 𝑓′(𝑧) =

𝑚𝑧𝑚−1(1 − 𝑧𝑚) − (1 + 𝑧𝑚)(−𝑚𝑧𝑚−1)

(1 − 𝑧𝑚)2

=
2𝑚𝑧𝑚−1

(1 − 𝑧𝑚)2
 , (45)

 

 عامل مقیاس شدت ساحه الکتریکی است. |𝑓′(𝑧)|  پس

ـــبه کنیم. پس عامل اکنون می ـــاحه الکتریکی را در هر نقطه از ناحیه فزیکی محاس خواهیم وکتور س

 کنیم. تطبیق می (44)را روی تابع  ∇اوپراتور 

𝜀 = −∇𝜙 = (−
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑖

𝜕

𝜕𝑦
)(
𝑉0
𝜋
− tan−1(

1 − (𝑥2 + 𝑦2)
𝑚
2

2 (𝑥2 + 𝑦2)
𝑚
2 sin(tan−1 (

𝑦
𝑥)
) ), 

  :پس

𝒟[𝜙(𝑥, 𝑦)] =
𝑚(𝑥 + 𝑖𝑦)

2 𝑟𝑚+2 sin 𝜃
−
(1 − 𝑟𝑚) cos 𝜃

2𝑟𝑚+2 sin2 𝜃
 (𝑦 − 𝑖𝑥) , (4۶) 
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که  𝑟طوری = √𝑥2 + 𝑦2  و𝜃 = tan−1 (

𝑦

𝑥
طه  ( حه  (4۶)اســـت. راب بارت از وکتور ســـا ع

 الکتریکی در ناحیه فزیکی است.

 مناقشه و بحث
سازی مسائل های کانفورم ابزار بسیار مؤثری برای سادهتبدیلنتایج این مطالعه به روشنی نشان داد که 

تر، نواحی فیزیکی دشوار به نواحی ساده تبدیلپیچیده هستند. با  سرحداتدر نواحی با  الکتروستاتیکی

های تحلیلی کلاسیک مانند فرمول توان از روششود و میپذیر میحل دقیق معادله لاپلاس امکان

ها نه تنها عامل هندسی، بلکه فیزیکی محسوب پواسون بهره گرفت. همچنین، مشتق این تبدیل

با استفاده از توزیع  .ت مستقیم در شدت و توزیع ساحه الکتریکی تأثیر دارندصور شوند، زیرا بهمی

 توان وکتور ساحه الکتریکی در نقطه ناحیه دریافت کرد. پوتانسیل در ناحیه فزیکی همچنان می

حفظ زوایا و ساختار موضعی ناحیه، قادر است نواحی پیچیده داشتن خواص مانند تبدیل کانفورم، با 

کند. این ویژگی نه تنها حل  نقشصفحه فوقانی مانند دیسک واحد یا نیم ی هندسی سادهرا به نواح

را  فرمول پواسونهای کلاسیکی مانند کند، بلکه امکان استفاده از فرمولمعادله لاپلاس را آسان می

این شکل است، -که تحلیل مسایل الکتروستاتیک در ناحیه لنزمقاله  مسدله اول اینآورد. فراهم می

 ناحیه با استفاده از یک تبدیل کانفورم 

𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 = 𝑒
2𝑚𝑖 cot−1 𝑝(

𝑧+1
𝑧−1

)
𝑚
,
 

شود. مسایل الکتروستاتیک در نیم صفحه بالای حل شده و سپس به به نیم صفحه بالای نقش می

ناحیه اصلی انتقال داده شده است. مسدله دوم، حل مسایل الکتروستاتیک در ناحیه خارج از یک 

𝑤ست که توسط تبدیل کانفورم پارابول ا = 2√
𝑝

𝑧
− شود. مسدله سوم، به دیسک واحد نقش می ,1

 حل مسایل الکتروستاتیک از یک قطاع دایره است، که این قطاع دایره توسط تبدیل 

𝑤 = (
1 + 𝑧𝑚

1 − 𝑧𝑚
) .      𝑚 ≥ 2 

 شود. به نیم صفحه بالای نقش می

صورت دقیق به روش تحلیلی حل شده است. هرچند به توسط تبدیلات فوق مسایل الکتروستاتیک به

توان توزیع پوتانسیل را در نواحی محاسبه کرد، اما دریافت وکتور ساحه های عددی هم میروش

فراهم تبدیل کانفورم این امکان را رسد. الکتریکی  در هر نقطه ساحه توسط این روش دشوار به نظر می

 د. ساخت که مسایل الکتروستاتیک در ناحیه اصلی به شکل تحلیلی حل شو 
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دهد که استفاده از مشتق تبدیل برای تحلیل رفتار نتایج این تحقیق با مطالعات پیشین نشان می سهمقای

معاصر  تحقیقاتهای تجربی و عددی و سرحدات غیر هموار کاملاً با یافته هاگوشهدر نزدیکی  ساحه

شدت به رفتار مشتق تبدیل بستگی الکتریکی به ساحهکه  داده نشان .(Gu et al., 2022)بقت دارد مطا

در  ارایه شده یابد. این نتیجه با تحلیل نیز افزایش می ساحهکند دارد و در نقاطی که این مشتق رشد می

fرفتار  هاین مقاله دربار  ′(z)  در نواحی دارای زوایای تیز هماهنگ است. 

 Sunهای پیچیده با نتایج سازی هندسههمچنین، تحلیل ما دربارهٔ قابلیت تبدیلات کانفورم در ساده

تواند نواحی با الکترودهای کریستوفل می–خوانی دارد؛ وی نشان داد که تبدیل شوارتزهم  (2008,)

حاضر نیز  د. در مقالهپذیر ساز را امکان ساحهصفحه تبدیل کند و حل تحلیلی ای و پیچیده را به نیمپله

شکل و خارج پارابول به دیسک واحد نتایجی مشابه ارائه کرده و نشان داده است که لنز ناحیه نقش

 .شودتبدیل مناسب کانفورم موجب کاهش پیچیدگی محاسباتی و افزایش دقت می

های نیز استفاده از تبدیل MEMS بخشدر  (Bruschi et al., 2004) هکاربردی مانند مطالع تحقیقات

 اند. الکتروستاتیکی را تأیید کرده قوهکانفورم برای محاسبهٔ ظرفیت و 

ل و های کانفورم برای کنتر از تبدیل  (Salucci et al., 2019)اپتیک و طراحی متالنزها نیز  بخشدر 

ل مسیر و شدت دهد مشتق تبدیهای حاضر نشان میاند. یافتهالکتریکی استفاده کرده–نوری ساحه

کند، با این نتیجه سازگار است و نقش تبدیل کانفورم را فراتر از الکتروستاتیک، در میدان را تعیین می

 .نمایدنوری تأیید می ههای پیچیدطراحی دستگاه

است که در آن با استفاده از تبدیلات   (Swem et al., 2020) هیک مقایسه دیگر مربوط به مطالع

های این اند. همانند یافتهسازی شدهی، مسائل سرحدی الکتروستاتیک سادهدوخطی و جوکوفسک

 هرا از یک فرم پیچیده به یک مسدل تواند حل معادلاتها نیز تأکید دارند که تبدیل مناسب میمقاله، آن

 .صفحه کاهش دهددر دیسک یا نیم ستندرد

تبدیل، حل و  پروسههای عددی، یساز جای تکیه بر شبیهحاضر در این است که به هنوآوری مقال

های صریح انجام شده است. مثال ارایهو با  کاملاً تحلیلیصورت اصلی به به ناحیه ساحهبازگرداندن 

صورت کیفی، بلکه با روابط دقیق ریاضی مورد بررسی همچنین این تحقیق نقش مشتق تبدیل را نه به

وابسته است، در حالی  |𝑓′(𝑧)|قرار داده و نشان داده است که تغییر شدت میدان تنها به عامل محلی

 .شودل میو که تغییر جهت میدان توسط فاز مشتق کنتر 

ها، یک چارچوب نظری های کانفورم و مشتق آنکند که تبدیلمجموع، نتایج این مقاله تأیید می در

 سازند. های پیچیده فراهم میقدرتمند برای تحلیل مسائل الکتروستاتیک در هندسه
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 گیرینتیجه 
مورد است که در نواحی  های پیچیدههای اساسی در حل مسائل الکتروستاتیک، هندسهیکی از چالش

شوند؛ این نواحی ممکن است شامل سرحدات دارای گوشه، ساختارهای منحنی واقع می بررسی

غیرمعمول یا نواحی چنداتصاله باشند. در چنین مواردی، حل تحلیلی مستقیم معادله لاپلاس با شرایط 

برخی  استفاده از تبدیل کانفورم دربسیار دشوار و گاه غیرممکن است.  ندیریکله یا نویم سرحدی

 کند. بر حل چنین مسایل کمک میموارد 

است که میزان تغییر ساحه را در نقاط  نقش مشتق تبدیل کانفورم، پروسهدر این  دیگری نکته کلیدی

کند. مشتق این تبدیل، با تعیین شدت و جهت ساحه الکتریکی در ناحیه اصلی، ل میو مختلف کنتر 

تواند در ناحیه اصلی به صورت پیچیده ناحیه استاندارد میدهد که چگونه یک ساحه ساده در نشان می

ها و مرزهای تیز بیشتر نمود دارد و اهمیت ویژه در نزدیکی گوشهو متمرکز ظاهر شود. این پدیده به

 .سازدتحلیل مشتق را دوچندان می

گرها و های الکترونیکی، میکروفلوئیدیکی، حسها کاربردهای متعددی در طراحی سیستماین یافته

پیچیده است و تحلیل دقیق ساحه الکتریکی برای  سرحداتکه هندسه دارند، جایی MEMS تجهیزات

های عددی حاضر همچنین مسیر را برای توسعه روش مطالعهها حیاتی است. کارایی و ایمنی دستگاه

ارد انجام هرچند در برخی مو . سازدهموار می سرحدیسازی مسائل کانفورم در مدل تبدیلمبتنی بر 

تواند به عنوان یک روش برای حل مسایل الکتروستاتیک استفاده محاسبات سنگین است اما حداقل می

توان با استفاده از های فزیکی که تبدیل کانفورم به شکل تحلیلی موجود نیست، میشود. در ناحیه

 کرد. های عددی تبدیل کانفورم بدست آورد و مسایل الکتروستاتیک را در آن حلروش

 یر سپاسگزا
تخنیک کابل سپاس گزار هستیم که با کمک و پوهنتون پولی ی ریاضیاتځاز پوهنتون کابل، پوهن

  تخنیکی و علمی زمینه انجام این تحقیق را فراهم ساخت. 

 نویسندگان سهم
تحلیل و نگارش مقاله را برعهده داشته  ،محاسبات ،های تحقیقی شامل طراحینویسنده اول فعالیت

تحلیل نتایج و بازبینی  ،مرور ادبیات ،است. سه نویسنده دیگر در مراحل مختلف شامل توسعه ایده

 علمی مشارکت فعال داشته اند. 

 منافع تضاد

 ندارد. وجود نویسندگان بین منافع تضاد گونههیچ که گرددمی تصدیق 
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