
 

تحقیقی  -مجله علمی. هاو بررسی خواص ریاضیکی آن n های فری مرتبهتحلیل ترادف(. 1404)س.  ،سادات :ارجاع

 /1.40i8jns.v/10.62810https://doi.org .113-91 (،1)8 ،علوم طبیعی پوهنتون کابل

 هاآن یکیو بررسی خواص ریاض  nهای فری مرتبه ترادف تحلیل
 پوهنیار سعدیه سادات

 افغانستان، کابل، کابل ، پوهنتونریاضیاتی ځ، پوهنالجبر دیپارتمنت

 sadiasadatomid@gmail.com ايميل:

  چکیده
است و به ترتیب صعودی مرتب شده اند.  nها حد اکثر های آناند که مخرج 1و  0کسرهای بین  فری مجموعه هایترادف

همیشه با  فریترادف 
𝟎

𝟏
شروع و با  

𝟏

𝟏
 گرفته صورت تحلیل( تحلیلی)میتود -مروری طور هاترادف این یمطالعه. شودختم می 

 اقتصاد حتی و فزیک هندسه، ها،الگوریتم تحلیل اعداد، نظریه در ییگسترده کاربردهای و اهداف فری یهاترادف است.

 توجه قابل نتایج و هاآن خواص ،فری ترادف مقاله درین و دهش دانسته اهمیت قابل هاترادف این بررسی ،لهذا .دارد

 هاآن خواص به رابطه در توجهی قابل نتایج فری ترادف مطالعه از پس است. گرفته قرار مطالعه مورد هاآن ریاضیکی

 از که هاترادف دراین متوالی کسر دو بین رابطه آن، یشده شناخته خصوصیات از یکی جمله از است. آمده دستبه

 نقش چنانهم و کرد تولید را تازه کسرهای توانمی میانی، خاصیت از گیریبهره با رخورداراند.ب تولیدی و بازگشتی ساختار

 است. گردیده بررسی نیز غیرناطق، اعداد به کسری هایتقریب تریننزدیک نمایش برای فری ترادف

 فریکسر  ؛خاصیت مجانبی ؛تقریب گویا فری؛ترادف  ؛تابع اویلر ؛میانی اوسط کلیدی: هایواژه
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Abstract 

Farey sequences are sets of irreducible fractions between 0 and 1, arranged in ascending 

order, with denominators less than or equal to a given natural number nnn. Each Farey 

sequence begins with 0/1 and ends with 1/1 and contains only fractions less than or equal 

to one. This paper presents a theoretical and analytical review of Farey sequences, 

focusing on their structural properties and mathematical significance. The investigation 

highlights the wide-ranging applications of these sequences in number theory, discrete 

mathematics, combinatorics, cryptography, spatial statistics, and even physics and 

economics—emphasizing their interdisciplinary relevance. A key property examined is 

the relationship between consecutive terms, characterized by the determinant condition 

ad−bc=1ad - bc = 1ad−bc=1, which reflects the adjacency of neighboring fractions. The 

paper also explores the mediant property used to generate new fractions within the 

sequence. Additionally, it discusses the role of Farey sequences in providing optimal 

rational approximations to irrational numbers, demonstrating their utility in both pure and 

applied mathematics. 

Keywords: Adjacency Property; Euler Function; Farey Fractions; Farey Sequences; 

Mediant; Rational Approximation 
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 مقدمه

 و متعارف یهاکسر از شده مرتب یترادف شود،یم داده شینما 𝐹𝑛 به که n مرتبه 1یفر  یهاترادف

 کی تا هامخرج و یمنف ریغ تام اعداد هاآن مخرج و صورت که هستند کی و صفر نیب شده اختصار

 :گرددیم فیتعر لیذ طور 𝐹𝑛 و اند شده محدود نیمع مقدار

𝐹𝑛 = {
𝑎
𝑏

| 0 ≤
𝑎
𝑏

≤ 1, gcd(𝑎, 𝑏) = 1, 𝑏 ≤ 𝑛} 

 با شهیهم هاترادف نیا
0

1
 با و شروع  

1

1
 اند. شده دهیچ یصعود بیترت به کسرها همه و ابدییم خاتمه 

 :میسیبنو لیذ شکل به میتوانیم را بالاتر و کی مرتبه یفر  یهاترادف مثلاً
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 اعداد، یهینظر چون ؛یمختلف یهابخش در عیوس یکاربردها از یبرخوردار  لیدل به ها،ترادف نیا

 یاضیر مطالعات در یتیاهم با یگاهیجا از گر،ید یهاشاخه از یار یبس و هندسه ها،تمیالگور لیتحل

 مطالعه نیا هدف ها،ترادف نیا یکاربرد و یساختار  تیاهم نظرداشت در با .باشندیم برخوردار

  است. آن یاساس یهایژگیو و اتیخصوص قیدق یبررس

 ستیولوجیج 2یفر  جان نام از یفر  نام چه اگر یعنی .گرددیم بر1816 سال به موضوع نیا نهیشیپ

 آثار به مشابه یهاترادف مورد در هیاول مطالعه که است شده مشخص اما است؛ شده گرفته یو یتانیبر

 یفر  جان 1816 سال در .),Farey 1816(گرددیم بر 19 قرن اواخر در 3روسهامانند ؛یدانانیاضیر

 شد باعث او مقاله و پرداخت یواقع کسر یهاترادف بیعج تیخاص به آن در که کرد منتشر ییمقاله

                                                           
1 Farey 
2 John Farey 
3 Charles Haros 
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 جلب هاآن به مرتبط لیمسا به یشتر یب دانانیاضیر توجه و شده شناخته او نام به هاترادف نیا تا

 ).,Farey 1816(شود

 .دهدیم نشان را هاترادف نیا یهندس شینما که است فورد یهارهیدا یفر  ترادف گرید مهم ارتباط

 کسر هر
𝑎

𝑏
 آن شعاع که است یمستو  در کتای یرهیدا کی با متناظر یفر  ترادف کی در 

1

2𝑏2 باشدیم. 

 منعکس را ترادف داخل روابط که هستند گریدکی با تماس در یجالب خواص یدارا هارهیدا نیا

 را ترادف نیا عیوس یگستردگ فورد، یهانیدوم و یلباچفسک هندسه ،یفر  ترادف نیب ارتباط .کنندیم

 (.,Ford 1938) دهدیم نشان ییابتدا اعداد یهینظر از فراتر

 ک،یفز ،یقیموس هینظر مانند ؛یمختلف یعمل یهاکاربرد در یفر  ترادف محض، اتیاضیر بر علاوه

 یبرا ایگو یهابیتقر نیبهتر افتنی به ترادف نیا .شوندیم ظاهر یمهندس و وتریکمپ علوم ،یرمزنگار 

 ).,Apostol 1976( است مهم اریبس یمحاسبات یهاتمیالگور در که کندیم کمک ناطق ریغ اعداد

 ساختار شکل به دارند یقیعم ارتباط یهندس یهاساختار با یفر  ترادف ،یعدد یهاتیخاص وجود با

 افتنی امکان درخت نیا .روندیم کار به کسرها منظم شینما یبرا و کرده وجود عرض ین یبا درخت

 یمحاسبات اتیاضیر در که کندیم فراهم کارامد صورت به را یقیحق اعداد یبرا یواقع کسر یهابیتقر

 یساز فشرده در یفر  ترادف بر یمبتن یهاتمیالگور چنانهم است. ارزشمند اریبس هاتمیالگور یطراح و

 شودیم رفتهیپذ وتریکمپ علوم در جستجو یهاروند یساز نهیبه و هاداده

)1994 ,al. et Graham(. 

 یبررس شده یبند دسته صورت به را یفر  یهاترادف خواص ،یساختار  لیتحل بر تمرکز با مقاله نیا

 اند. شده لیتحل هاترادف نیا یبازگشت و یعدد یهاجنبه راستا، نیا در .کند یم

 هاآن یساختار  خواص و یفر  یهاترادف بر جامع و یلیتحل مرور کی هیارا مقاله، نیا یاصل هدف

 قیدق و منسجم یر یتصو تا دارد تلاش مقاله ،هاترادف نیا یو بازگشت یاست. با مطالعه خواص عدد

 دهد. هیارا هاترادف نیا رفتار از

 یبنددســته کجای صــورت به یفر  یهاترادف مهم خواص تمام که اســت آن در مرور نیا زیتما وجه

صو تواندیم خواننده که یبه گونه اند؛  شده هیارا یلیتحل یکردیرو اب و شده  نیا خوا از منظم یر یت

 .آورد دست به یعدد ترادف

 : میکن یاآور ی میتوانیم لیوجود دارد که موارد ذ  یفر  ترادف باره در دیجد یهاشرفتیپ و هانشیب

 



 

 ش. هـ1۴0۴ ،(1شماره ) ،(8) دور 94

 هاجمله نیب فاصله و عیتوز

متمرکز  nمرتبه  یعناصر متعاقب در ترادف فر  نیب یهافاصله یو یاحصا عیکه بر توز ریمطالعات اخ

 نیو محقق کندیم یرو یخاص پ یالگو  کیجملات از  نیا نینشان داده است که فاصله ب ،شده است

 اند افتهی مانیر هیمانند فرض ؛اعداد یهیدرنظریمیالگو و مفاه نیا انیارتباط م

 (2008 ,Wright and Hardy.)  

 مانیر یتایارتباط با تابع ز

 یهاوجود دارد. آمار مربوط به فاصله مانیر یتایو تابع ز یترادف فر  نیبه ارتباط ب یادیز یعلاقه

 کیموضوع  نیاست و ا مانیر یتایتابع ز یها مشابه صفرهانشان داده که رفتار آن یفر  یهاکسر نیب

 کندیم جادیا شرفتهیپ یلیاعداد تحل یهیو نظر یاعداد مقدمات یهینظر انیپل م

)1924Landau,  andFranel (. 

 بالاتر ابعاد به میتعم

داده اند.  میرا به ابعاد بالاتر تعم یترادف فر  نیاند، محقق یبعد کی معمولاً  یکه ترادف فر  یدر حال

 .(Lagarias, 1995)است دیمف نیوفانتید بیدر تقر ژهیدر هندسه کاربرد دارد و به و میتعم نیا

 کارآمدتر محاسبه یبرا دیجد یهاتمیالگور

 اصمسلسل و خو  یهاکه از کسر اند افتهی توسعه یفر  یهاترادف دیتول یبرا یتر عیسر یهاتمیالگور 

مربوط به  اسیبزرگ مق لیرا در مسا یمحاسبات ییکارا هاتمیالگور نی. اکنندیاستفاده م یوسط

 .(Brentjes, 1981) بخشدیبهبود م یعدد لیو تحل یرمزنگار 

 کیکاربرد در فز 

 یکرده اند. نحوه دایکاربرد پ یکینامید یهاستمیدر مطالعه س ژهیبه و ک،یدر فز راً یاخ یفر  یهاترادف

 هیارا یکینامید یهاستمیفاز در س یدرباره قفل شدگ یدیجد یهادگاهید 𝐹𝑛کسرها در  نیا یسازمانده

 .(Bak et.al., 1985)دهدیم

 تحقیق روش

 یاضیر خواص لیتحل و یردآور گ آن هدف .است یساختار  -یلیتحل یمرور  قیتحق نوع از العه،مط

 مقالات شامل یعلم منبع 30 از شیب ابتدا منظور نیبد  است. یتخصص و معتبر منابع از یفر  یهاترادف

 و Springer ،چون یهاگاهیپا در شده منتشر یتخصص منابع و یاضیر کیکلاس یهاکتاب ،یقیتحق
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arXiv با میمستق ارتباط مثل یارهایمع اساس بر یانتخاب منابع اند. شده یبررس معتبر یمرور  مقالات و 

 Niven و ,Hardy Apostol مانند سندگانینو یعمل اعتبار ،یفر  یهاترادف ساختار و یعدد خواص

 در شده فیآرش یمرور  مقالات و هانامهانیپا از نیچنهم .اند شده انتخاب هالیتحل بودن جامع و

arXiv است شده یر یگبهره هاگاهیپا ریسا و. 

 مناقشه و هایافته

 قیتحق موضوع چنانهم ترادف نیا .است کرده یط را یپربار  و یطولان ریمس یفر  یهاترادف مطالعه

 یهاهحوز  از یکی یفر  ترادف  .شودیم محسوب معاصر  اتیاضیر در یکاربرد و یور یت یهایبررس و

 با آن تعامل و ایگو اعداد عیتوز یباره در را یدیجد یهادگاهید که است اعداد هینظر در مهم

 یساختار  تنها نه یفر  ترادف که دهدیم نشان مطالعات .دهدیم هیارا اتیاضیر یادیبن یساختارها

 .کندیم یباز  یدیکل نقش آن، یفرع یهاشاخه و اعداد هینظر در بلکه دارند، منظم یعدد

 و  ژرف اریبس هاآن ساختار اما رسند؛یم نظر به ساده یظاهر  دگاهید از کهنیا با یفر  یهاترادف

 ،),Alladi 1975(اند داده وندیپ یبونانچیف ترادف با را یفر  ترادف  گران؛پژوهش یبرخ .است دهیچیپ

 .),Beck, ; 2024 Bagchi 2007(دان نموده تمرکز مانیر هیفرض با آن ارتباط یرو  گرانید که یحال در

 کرده استفاده ینیماش دید ییهاتمیالگور بهبود در ترادف نیا یهندس ساختار از ریتصو پروسس در

 مطالعات .اند برده بهره یکیفز ساختار و رزونانس یهاستمیس در یفر  ترادف از کیفز در اما اند؛

 هندسه و ینیوفانتید بیتقر هینظر در که اند کرده دیتاک بالاتر ابعاد به یفر  ترادف میتعم بر دیجد

 متعاقب کسر دو هر ،یفر  ترادف در .),Matveev, ;1995 Lagarias 2017(دارد کاربرد یلیتحل
𝑎

𝑏
 و 

𝑐

𝑑
𝑏𝑐 سس        صورت به یتیخاص ، − 𝑎𝑑 =  هاآن یانیم کسر و دارند 1

𝑎+𝑐

𝑏+𝑑
 ظاهر یبعد مرتبه در 

 ساختار با و کنندیم فراهم ناطق ریغ اعداد یبرا یخوب یایگو یهابیتقر ،یفر  ترادف .شودیم

1 با برابر n مرتبه یفر  ترادف در شده ساده یکسرها تعداد اند. ارتباط در مسلسل یکسرها +

∑ 𝜙(𝑘)𝑛
𝑘=1  است که𝜙(𝑘) تناظر نسبت به  یدارا یاست. ترادف فر  لریتابع او

1

2
است و هر کسر  

𝑎

𝑏
متناظر با  

𝑏−𝑎

𝑏
 .باشدیدر همان ترادف م 

 nهای فری مرتبه ترادف

طور صعودی یک ترادف از کسرهای ساده شده بین عدد یک و صفر است که به nترادف فری مرتبه 

𝑛ها )مخرجدرین کسر .شودنمایش داده می  𝐹(𝑛)شود و توسط جابجا می  ( است ≤

(Ford, 1938 .) 
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ترادف فری همیشه با 
0

1
شروع و با  

1

1
 باشند. تر از یک نمیها بزرگیعنی کسر ،شودختم می 
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 با بعضی خواص آن 9ی فری مرتبه یک الی مرتبه ها: ترادف1جدول

Sum of all terms Sum of additional terms No of terms Additional terms 𝑭𝒏 
1 0 2 NA 𝐹1 

1.5 1

2
 

3 
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 } 

𝐹2 

2.5 1 5 
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𝐹9 

𝑛تا  𝐹𝑛برای  1در جدول = عناصر اضافی و حاصل  ،حاصل جمع عناصر اضافی، تعداد عناصر  9

 ؛روابط را حدث بزنیمتوانیم بعضی های داده شده میها داده شده نظر به قیمتجمع تمام عناصر آن

 نماییم.بعضی قضایا را بیان می ،اما بازهم برای دانستن این که چگونه جدول را بنویسیم

اگر  .1 قضیه 
𝑎

𝑏
و  

𝑎′

𝑏′  دو کسر متعاقب در𝐹𝑛 که یطور  ،باشد
𝑎

𝑏
<

𝑎′

𝑏′ پس  ؛باشد𝑏𝑎′ − 𝑎𝑏′ = 1 

 (.Beiler, 1964) خاصیت مجانبی)است

  :داریم که nثبوت: با استفاده از استقراء ریاضی برای 

𝑛مرحله اول: برای  = 1  ،𝐹1 = {
0

1
 ,

1

1
گیریم  و دو کسر متقاقب آن را در نظر می { 

0

1
 <

1

1
و  

𝑏𝑎′ − 𝑎𝑏′ = 1 ∙ 1 − 0 ∙ 1 = 𝑛نتیجه برای  براین،بنا 1 =  درست است. 1

𝑛)نماییم که نتیجه برای سطرمرحله دوم: فرض می − هرگاه  𝐹𝑛−1یعنی برای  .ام درست باشد  (1
𝑎

𝑏
 

و 
𝑎′

𝑏′  دو کسر متعاقب در𝐹𝑛−1  پس ؛باشند:  
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𝑏𝑎′ − 𝑎𝑏′ = 1      …     (∗) 

، 𝐹𝑛−1مرحله سوم: در 
𝑎

𝑏
و  

𝑎′

𝑏′ هرگاه این دو کسر را در  ؛دو کسر متعاقب اند𝐹𝑛 دو  ،در نظر بگیریم

 :حالت وجود دارد

 نماید.پس نتیجه برای آن صدق می ،کسری دیگر موجود نباشدحالت اول: هرگاه بین دو کسر متذکره 

حالت دوم: هرگاه 
𝑎

𝑏
 و 

𝑎+𝑎′

𝑏+𝑏′   دو کسر متعاقب در𝐹𝑛 پس ؛باشند:  

𝑏(𝑎 + 𝑎′) − 𝑎(𝑏 + 𝑏′) = 𝑏𝑎 + 𝑏𝑎′ − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏′ = 𝑏𝑎′ − 𝑎𝑏′ = 1  ∗  با استفاده از

و اگر 
𝑎′

𝑏′  و 
𝑎+𝑎′

𝑏+𝑏′   دو کسر متعاقب در𝐹𝑛 باشند پس:  

(𝑏 + 𝑏′)𝑎′ − (𝑎 + 𝑎′)𝑏′ = 𝑏𝑎′ + 𝑏′𝑎′ − 𝑎𝑏′ − 𝑎′𝑏′ = 𝑏𝑎′ − 𝑎𝑏′ = 1 ∗   با استفاده از

 درست است. n  نتیجه برای تمام اعداد طبیعی براین،بنا

اگر : 1نتیجه
𝑎

𝑏
و  

𝑎′

𝑏′  دو کسر متعاقب در𝐹𝑛  باشد طوریکه
𝑎

𝑏
<

𝑎′

𝑏′ ها پس تفاوت آن
1

𝑏𝑏′  .هست

(Farey, 1816) 

′𝑏𝑎ثبوت: با استفاده از خاصیت  − 𝑎𝑏′ =   :داریم که 1

𝑎′

𝑏′
−

𝑎

𝑏
=

𝑏𝑎′ − 𝑎𝑏′

𝑏𝑏′
=

1

𝑏𝑏′
 

: هر کسر فری 2نتیجه
𝑎

𝑏
,gcd(𝑎به شکل ساده ) اختصار یافته ( است یعنی   𝑏) =  است 1

(Niven et al., 1991).     

ثبوت:  هرگاه 
𝑎

𝑏
∈ 𝐹𝑛   باشد چون در𝐹𝑛  بیشتر از یک حد است پس فرض کنیم

𝑎′

𝑏′  حد متعاقب
𝑎

𝑏
 

باشد طوریکه 
𝑎

𝑏
<

𝑎′

𝑏′ ؛پس 

𝑏𝑎′ − 𝑎𝑏′ = 1   … (1) 

𝑏𝑥دانیم که معادله می + 𝑎𝑦 =   ؛دارای حل است اگر و تنها اگر 1

gcd(𝑎, 𝑏) = 1   … (2) 

𝑏𝑥( معادله 2( و )1باشد با مقایسه ) + 𝑎𝑦 = 𝑥دارای حل  1 = 𝑎′, 𝑦 = −𝑏′  است بناء 

gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑏, 𝑎) = 1 

اگر  .2 قضیه
𝑎

𝑏
و  

𝑎′

𝑏′  دو کسر متقاقب در𝐹𝑛 ها باشند پس در بین تمام کسور ناطق بین آن 
𝑎+𝑎′

𝑏+𝑏′  کسری

ترین مخرج و این کسر یکتا است. کسر است با کوچک
𝑎+𝑎′

𝑏+𝑏′
 .(Rosen, 2011)گویند را اوسط میانی 
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ثبوت: چون 
𝑎

𝑏
 < 

𝑎′

𝑏′
  این؛بنابر  .دو کسر فری متعاقب در یک ترادف فری است 

𝑏𝑎′ − 𝑎𝑏′ = 1 

  :دانیم کهچنان میو هم

𝑎

𝑏
<  

𝑎′

𝑏′
 ⟹

𝑎

𝑏
<

𝑎 + 𝑎′

𝑏 + 𝑏′
<  

𝑎′

𝑏′
 

که در حالی
𝑎+𝑎′

𝑏+𝑏′  اولین کسری خواهد بود که در سطر اول بین
𝑎

𝑏
و  

𝑎′

𝑏′  با ادامه دادن  .ظاهر خواهد شد

𝑏به این روند خواهیم دید که این کسر برای اولین بار در سطر + 𝑏′  ام ظاهر خواهد شد. حال تصور

کنیم که 
𝑥

𝑦
کسری اختیاری است که بین  

𝑎

𝑏
و  

𝑎′

𝑏′
 :چون ؛قرار دارد 

𝑎

𝑏
<

𝑥

𝑦
<  

𝑎′

𝑏′
 

  :پس .است

𝑎′

𝑏′
−

𝑎

𝑏
= (

𝑎′

𝑏′
−

𝑥

𝑦
) + (

𝑥

𝑦
−

𝑎′

𝑏′) =
𝑎′𝑦 − 𝑏′𝑥

𝑏′𝑦
+

𝑏𝑥 − 𝑎𝑦

𝑏𝑦
≥

1

𝑏′𝑦
+

1

𝑏𝑦
=

𝑏 + 𝑏′

𝑏𝑏′𝑦
 

 

  :زیرا

𝑎′

𝑏′
>

x

y
⟹ 𝑎′𝑦 > 𝑏′𝑥 ⟹ 𝑎′𝑦 − 𝑏′𝑥 > 0 ⟹ 𝑎′𝑦 − 𝑏′𝑥 ≥ 1 

𝑏𝑥به عین ترتیب  − 𝑎𝑦 ≥  است بناء 1

𝑎′𝑏 − 𝑏′𝑎

𝑏′𝑦
≥

𝑏 + 𝑏′

𝑏𝑏′𝑦
  … (1)     ⟹

1

𝑏′𝑏
≥

𝑏 + 𝑏′

𝑏𝑏′𝑦
⟹ 𝑦 ≥ 𝑏 + 𝑏′ 

𝑦اگر  > 𝑏 + 𝑏′  باشد پس کسر فری
𝑥

𝑦
ج بین دارای کوچکترین مخر  

𝑎

𝑏
و  

𝑎′

𝑏′  نیست و اگر𝑦 =

𝑏 + 𝑏′ ؛داریم که براین،بنا .( باید به مساوات تبدیل گردد1پس نامساوات ) ؛باشد  

𝑎′𝑦 − 𝑏′𝑥 = 𝑏𝑥     و    1 − 𝑎𝑦 = 1  

  :یعنی

𝑏′𝑥 − 𝑎′𝑦 + 1 = 𝑏𝑥     و   0 − 𝑎𝑦 − 1 = 0 

  ؛با حل این معادلات داریم که

𝑥

𝑎 + 𝑎′
=

𝑦

𝑏 + 𝑏′
=

1

𝑎′𝑏 − 𝑎𝑏′
⟹

𝑥

𝑎 + 𝑎′
=

𝑦

𝑏 + 𝑏′
= 1 



 
 99 ابلـنتون کـپوه تحقیقی -میعل یهلـمج

⟹ 𝑥 = 𝑎 + 𝑎′   ,   𝑦 = 𝑏 + 𝑏′     ⟹
𝑥

𝑦
=

𝑎 + 𝑎′

𝑏 + 𝑏′
 

  ، عبارت است از؛ nتعداد عناصر در یک ترادف فری مرتبه  .3 قضیه

|𝐹𝑛| = 1 + 𝜙(1) + 𝜙(2) + ⋯ + 𝜙(𝑛) 

 (Beiler, 1964 ) تابع اویلر است   𝜙یا طول آن بوده و  𝐹𝑛تعداد عناصر  |𝐹𝑛|در حالیکه 

  یهدندر بردار  𝐹𝑛دانیم که میثبوت: طوری

i)  تمام حدود ترادف𝐹𝑛−1 

ii)  حدود جدید یا حدود اضافی𝐹𝑛 چون حدود جدید دارای شکل باشد؛ می
𝑚

𝑛
 پس:  ؛است 

,gcd(𝑚حالت اول: هرگاه  𝑛) ≠ صورت  آن باشد در 1
𝑚

𝑛
 است. در ترادف قبلی شامل بوده قبلاً 

 نیز شامل است. 𝐹𝑛در  براین،بنا

,gcd(𝑚 یک باشد یعنی  nو  mبزرگترین قاسم مشترک  هرگاه حالت دوم: 𝑛) = درآن  ،باشد 1

ها یک است(  بوده پس ترین قاسم مشترک بین آنبا هم اول)بزرگ nو  mصورت 
𝑚

𝑛
یک حد جدید  

 :در نتیجه تابع اویلر است. 𝜙در حالیکه  است 𝜙(𝑛)است و تعداد این حدود مساوی به  𝐹𝑛در 

|𝐹𝑛| = |𝐹𝑛−1| + 𝜙(𝑛),     𝑛 > 1  … (1) 

|𝐹1| = 2 

|𝐹2| = |𝐹1| + 𝜙(2) = 2 + 1 = 3 = 1 + 𝜙(1) + 𝜙(2) 

|𝐹3| = |𝐹2| + 𝜙(3) = 1 + 𝜙(1) + 𝜙(2) + 𝜙(3) 

|𝐹𝑛| = 1 + 𝜙(1) + 𝜙(2) + ⋯ + 𝜙(𝑛) = 1 + ∑ 𝜙(𝑘)

𝑛

𝑘=1

 

0اگر  .4 قضیه ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 که طوری ،باشدgcd(𝑥, 𝑦) = پس کسر  1
𝑥

𝑦
های و ترادف 𝐹𝑦در  

 .(Niven et al., 1991)شودبعدی ظاهر می

ثبوت: این واضح است که اگر 
𝑥

𝑦
های بعدی نیز ظاهر پس در تمام سطر ؛ام ظاهر شود yدر سطر  

برای ثبوت کافی است که نشان دهیم که  براین،بنا .شودمی
𝑥

𝑦
شود و این قضیه می ام ظاهر yدر سطر  

 کنیم.ثبوت می yرا با استفاده از اندکشن ریاضی بالای 

𝑦مرحله اول: برای  = ای فری کسره 1
1

1
و  

0

1
 گردد.در سطر اول و سطرهای بعدی ظاهر می 
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𝑦نتیجه تا  مرحله دوم: فرضاً  = 𝑛  .صدق نماید 

𝑦مرحله سوم: برای  = 𝑛 + کسر فری  1
𝑥

𝑦
 براین،بنا .ام ظاهر شود nتواند که در سطر نمی 

𝑥

𝑛+1
باید  

ام ظاهر شود و هرگاه  nدر بین دو کسر فری متعاقب در سطر 
𝑎′

𝑏′
و 

𝑎

𝑏
دو کسر متعاقب در هر سطر که  

پس  ،باشند
𝑎+𝑎′

𝑏+𝑏′ ها است. در نتیجهترین مخرج در بین آنبا کوچک یکسری فری یکتای، 
𝑥

𝑛+1
در  

یعنی  .شودام ظاهر می n+1سطر 
𝑥

𝑦
 شود.ام ظاهر می yدر سطر  

هرگاه  .5 قضیه
𝑎

𝑏
و  

𝑎′

𝑏′
 :پس ؛باشند 𝐹𝑛دو کسر هم جوار در  

min(
𝑎′

𝑏′
−

𝑎

𝑏
) =

1

𝑛(𝑛 − 1)
  

 و

m𝑎𝑥(
𝑎′

𝑏′
−

𝑎

𝑏
) =

1

𝑛
 

 .(Hardy & Wright, 2008)است

هرگاه  .6 قضیه
𝑎′

𝑏′ ,
𝑎

𝑏
و  

𝑎′′

𝑏′′  سه کسر متعاقب در𝐹𝑛 پس حد وسطی آن عبارت است از ؛باشند 

𝑎′

𝑏′
=

𝑎 + 𝑎′′

𝑏 + 𝑏′′
 

 .) et al.; Niven 2008, Wright andHardy ,1991(است

ثبوت: فرض کنیم 
𝑎′

𝑏′ ,
𝑎

𝑏
و  

𝑎′′

𝑏′′  سه کسر متعاقب در𝐹𝑛 پس .باشند:  

𝑎

𝑏
<

𝑎′

𝑏′
<

𝑎′′

𝑏′′
 

′𝑏𝑎 براین،بنا ؛بوده − 𝑎𝑏′ = ′′𝑏′𝑎و  1 − 𝑎′𝑏′′ =   :است و داریم که 1

𝑏𝑎′ − 𝑎𝑏′ = 𝑏′𝑎′′ − 𝑎′𝑏′′ = 1 

⇒ 𝑏′(𝑎 + 𝑎′′) = 𝑎′(𝑏 + 𝑏′′)     

⇒  
𝑎′

𝑏′
=

𝑎 + 𝑎′′

𝑏 + 𝑏′′
                            

اگر  .7 قضیه
𝑎

𝑏
پس  ؛باشد nیک کسر فری مرتبه  

𝑏−𝑎

𝑏
 است nنیز یک کسر فری مرتبه  

(Farey, 1816). 

ثبوت: چون 
𝑎

𝑏
∈ 𝐹𝑛 ؛است پس داریم  

1) gcd(𝑎, 𝑏) = 1              2) 𝑏 ≤ 𝑛                     3)  0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 
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حال نظر به روابط فوق برای 
𝑏−𝑎

𝑏
 که؛ توانیم بنویسیممی 

1) gcd(𝑏 − 𝑎, 𝑏) = 1              2) 𝑏 ≤ 𝑛                     3)  0 ≤ 𝑏 − 𝑎 ≤ 𝑏 

  ؛در نتیجه

𝑏 − 𝑎

𝑏
∈ 𝐹𝑛  

 است.

هرگاه  .بیانیه
𝑎′

𝑏′ و
𝑎

𝑏
به طرف چپ و راست   nهای فری مرتبه کسر 

1

2
  پس: ؛باشند 

𝑏 = 𝑏′ = 1 + 2 [
𝑛 − 1

2
] 

𝑎چنان و هم + 𝑎′ = 𝑏 است(Hardy & Wright, 2008). 

ثبوت: کسر 
1

2
n ،  𝑛های فری مرتبه در تمام ترادف  > وجود دارد ما نتیجه مطلوب را با استفاده از  1

 نماییم.اندکشن ریاضی ثبوت می

𝑛مرحله اول)آغاز اندکشن(: برای  =   :نویسیمرا می 2ترادف فری مرتبه  2

𝐹2 = {
0

1
,
1

2
,
1

1
}     ,

𝑎

𝑏
=

0

1
    ,

𝑎′

𝑏′
=

1

1
    , 𝑏 = 𝑏′ = 1  … (1) 

  ؛چنانو هم

1 + 2 [
2 − 1

2
] = 1 + 2 [

1

2
] = 1 + 2(0) = 1  … (2) 

𝑛درستی رابطه برای  (2)و  (1)با توجه به روابط  =  :چنانشود و همدیده می 2

𝑎 + 𝑎′ = 0 + 1 = 1 = 𝑏 

𝑛نماییم که نتیجه برای مرحله دوم ) فرضیه اندکشن(: فرض می ≥  :یعنی .درست باشد 2

اگر 
𝑎′

𝑏′  و  
𝑎

𝑏
باشند که در دوطرف  𝐹𝑛های فری در کسر 

1

2
 :پس .موقعیت دارند 

𝑏 = 𝑏′ = 1 + 2 [
𝑛 − 1

2
] 

𝑎چنان که بوده و هم + 𝑎′ = 𝑏 .باشد 

 گیریم:دو حالت را در نظر می 𝐹𝑛+1مرحله سوم: برای 

  :پس .یک عدد جفت باشد nحالت اول: هرگاه 
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𝑐

𝑑
=

𝑎 + 1

𝑏 + 2
=

𝑎 + 1

𝑛 + 1
     ,    

𝑐′

𝑑′
=

𝑎′ + 1

𝑏′ + 2
=

𝑎′ + 1

𝑛 + 1
 

𝑑شود که به طور واضح دیده می = 𝑑′ = 𝑛 +  که ترین عدد تاق تام است طوریبزرگ dپس  1

𝑑 = 𝑛 + 1 = 1 + 𝑛 = 1 + 2 (
𝑛

2
) = 1 + 2 [

𝑛

2
] = 1 + 2 [

(𝑛 + 1) − 1

2
] 

  که: گیریمحال برای ثبوت بخش دوم در نظر می 

𝑐 + 𝑐′ = (𝑎 + 1) + (𝑎′ + 1) = (𝑎 + 𝑎′) + 2 = 𝑏 + 2 = 𝑛 + 1 = 𝑑 

  :پس .یک عدد تاق باشد nحالت دوم: اگر 

𝑏 + 2 > 𝑛 + 1,    𝑏′ + 2 > 𝑛 + 1 

  :توانیم بنویسیم کهازین جا می

𝑛 + 1 < 𝑏 + 2 < 𝑛 + 2  (∵ 𝑏 ≤ 𝑛)  ⟹   𝑏 + 2 = 𝑛 + 2 ⟹ 𝑛 = 𝑏    

𝑏چنان تاق بوده و هم bتاق است پس  nچون  +  .تاق است nدانیم که مینیز تاق است. قسمی 2

  که: گیریمپس می

𝑛 = 2𝑘 + 1 , 𝑘 ∈ ℤ+ 

∴ 𝑏 = 𝑛 = 1 + 2𝑘 = 1 + 2[𝑘] = 1 + 2 [𝑘 +
1

2
] = 1 + 2 [

2𝑘 + 1

2
] = 1 + 2 [

𝑛

2
] 

⟹ 𝑏 = 1 + 2 [
𝑛

2
] = 1 + 2 [

(𝑛 + 1) − 1

2
] 

𝑛برای تمام اعداد طبیعی  براین،بنا >  نتیجه صادق است. 1

اگر   .8 قضیه
𝑎

𝑏
∈ 𝐹𝑛 پس .باشد:  

𝑎

𝑏
≠

𝑏 − 𝑎

𝑏
       𝑓𝑜𝑟   𝑏 ≥ 3 

(Hardy & Wright, 2008) 

ثبوت)روش غیر مستقیم(: هرگاه 
𝑎

𝑏
=

𝑏−𝑎

𝑏
𝑏جا ینا از  = 2𝑎 ابراین،بن ،بوده  

gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑎, 2𝑎) = 𝑎 

𝑎اگر  = 𝑏شود پس  1 =  ،اول نبوده درنتیجه b و a ؛پس .تواندبوده می 2
𝑎

𝑏
∉ 𝐹𝑛  و این یک

 تناقض است.

 براین،بنا
𝑎

𝑏
≠

𝑏−𝑎

𝑏
 است. 
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مساوی است به  nحاصل جمع تمام کسرهای فری مرتبه  .9 قضیه
1

2
 |𝐹𝑛| (Hardy & Wright, 2008). 

𝑆𝑛ثبوت: اگر این حاصل جمع را به  = 𝑆(𝑛) که: داریم ،نمایش دهیم  

𝑆(𝑛) = ∑
𝑎

𝑏
𝑎
𝑏

∈𝐹𝑛

= ∑
𝑎

𝑏
𝑎

𝑏≤2
∈𝐹𝑛

+ ∑
𝑎

𝑏
𝑎

𝑏≥3
∈𝐹𝑛

= (
0

1
+

1

1
+

1

2
) +

1

2
(|𝐹𝑛| − 3) 

= 1.5 +
1

2
|𝐹𝑛| − 1.5 =

1

2
|𝐹𝑛| =

1

2
(1 + 𝜙(1) + ⋯ + 𝜙(𝑛)) 

|𝐹𝑛|طور جداگانه جمع نمودیم پس تعداد عناصر هسه کسر را از تعداد عناصر ب ،زیرا − 𝑏با  3 ≥ 3 

جا به تعداد بوده و در آن
1

2
(|𝐹𝑛| − ی به شکل یحدود جوره (3

𝑎

𝑏
و

𝑏−𝑎

𝑏
وجود دارند که حاصل  

 شود.جمع آن حدود  یک می

های فری از تمام کسر .10 قضیه
0

1
الی  

1

1
هرگاه  ،گیرید نظر را در nشامل ترادف فری مرتبه  

𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑘  که طوری .های این کسرها از چپ به راست باشندمخرج𝑏1 = 𝑏𝑘 و 1 =  پس: 1

∑(𝑏𝑗  𝑏𝑗+1)
−1

𝑘−1

𝑗=1

= 1 

 ثبوت: 

∑(𝑏𝑗  𝑏𝑗+1)
−1

𝑘−1

𝑗=1

=
1

𝑏1𝑏2
+

1

𝑏2𝑏3
+

1

𝑏3𝑏4
+ ⋯ +

1

𝑏𝑘−1𝑏𝑘
 

=
𝑏1𝑎2 − 𝑎1𝑏2

𝑏1𝑏2
+

𝑏2𝑎3 − 𝑎2𝑏3

𝑏2𝑏3
+ ⋯ +

𝑏𝑘−1𝑎𝑘 − 𝑎𝑘−1𝑏𝑘

𝑏𝑘−1𝑏𝑘
 

= (
𝑎2

𝑏2
−

𝑎1

𝑏1
) + (

𝑎3

𝑏3
−

𝑎2

𝑏2
) + ⋯ + (

𝑎𝑘

𝑏𝑘
−

𝑎𝑘−1

𝑏𝑘−1
)                  

=
𝑎𝑘

𝑏𝑘
−

𝑎1

𝑏1
=

1

1
−

0

1
= 1                                                            

𝑛برای  .11 قضیه >  سان ندارند.های یکمخرج 𝐹𝑛هیچ دو کسر متعاقب در   1

𝐹𝑛 = {
ℎ

𝑘
|𝑘 ≠ 0, 0 ≤ ℎ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,   (ℎ, 𝑘) = 1} ثبوت:    

اگر 
𝑎

𝑏
<

𝑎′

𝑏′  ازینجا𝑏 + 𝑏′ > 𝑛  است. فرض کنیم که𝑏 = 𝑏′  است. هرگاه
𝑎

𝑏
و

𝑎′

𝑏′  دو کسر متعاقب

 ،باشند
1

2
∈ 𝐹𝑛  را برای𝑛 ≥   :پس ،در نظر گیرید 2
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𝑎

𝑏
≠ 1 ≠

𝑎′

𝑏′
=

𝑎′

𝑏
    ∴ 𝑎 < 𝑎′ < 𝑏 

واضح است که 
𝑎

𝑏
<

𝑎

𝑏−1
و  

𝑎+1

𝑏
<

𝑎′

𝑏
چنان  . هم 

𝑎

𝑏−1
<

𝑎+1

𝑏
  که: داریم 

𝑎

𝑏
<

𝑎

𝑏 − 1
<

𝑎 + 1

𝑏
<

𝑎′

𝑏
⇒

𝑎

𝑏
<

𝑎

𝑏 − 1
<

𝑎′

𝑏
 

𝑏 ؛در نتیجه .و این یک تناقض است  ≠ 𝑏′ .است 

هرگاه  .مسأله
𝑎

𝑏
و

𝑐

𝑑
که طوری .باشند nدو کسر فری مرتبه  

𝑎

𝑏
<

𝑐

𝑑
پس  

𝑐

𝑑
−

𝑎

𝑏
≤

1

𝑛
. 

 :در نظر گیرید ،که به شکل ذیل است nثبوت: کسرهای فری مرتبه 

1

𝑛
,
2

𝑛
, … ,

𝑛 − 1

𝑛
,
𝑛

𝑛
                   (1) 

حالت اول: اگر 
𝑎

𝑏
و

𝑐

𝑑
پس واضح است که  ؛در بین کسرهای فوق قرار داشته باشند 

𝑐

𝑑
−

𝑎

𝑏
≤

1

𝑛
. 

حالت دوم: اگر یکی از کسرهای 
𝑎

𝑏
و

𝑐

𝑑
به طرف چپ  

𝑗

𝑛
, 𝑛 = 1,2, … , 𝑛  و دیگر آن به طرف

پس  ؛راست آن باشد
𝑎

𝑏
و

𝑐

𝑑
 متعاقب نبوده و این تضاد است. 

حالت سوم : هرگاه 
𝑎

𝑏
و

𝑐

𝑑
پس  ؛( ذکر شده اند1دو کسری باشند که در ) 

𝑐

𝑑
−

𝑎

𝑏
=

1

𝑛
≤

1

𝑛
 

عناصر در مخرج کسرها مساوی به دوچند حاصل جمع عناصر  در هر ترادف فری حاصل جمع .لهأمس

 در صورت است.

یک خاصیت مهم ترادف فری این است که اگر 
𝑎

𝑏
∈ 𝐹𝑛  داریم که ،باشد:  

gcd(𝑎, 𝑏) = 1   ,     1 ≤ 𝑏 ≤ 𝑛 

  :ها مساوی است بهتعداد کل این کسر ،ارایه گردید که قبلاًقسمی

|𝐹𝑛| = 1 + ∑ 𝜙(𝑏)

𝑛

𝑏=1

 

 دهد طوری که را نشان می aتعداد اعداد صحیح  𝜙(𝑏)که در آن تابع اویلر 

gcd(𝑎, 𝑏) = 1   ,     1 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 

  :توان نوشت کهحاصل جمع عناصر صورت را می
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𝑆𝑁 = ∑ ∑ 𝑎

gcd(𝑎,𝑏)=1

𝑛

𝑏=1

 

 .اعداد است یهای مهم در نظریهذیل یکی از رابطه یرابطه

∑ 𝑝

gcd(𝑝,𝑞)=1

=
𝑞

2
𝜙(𝑞) 

 𝑝برای هر ی فری متقارن هر کسر فری موجود است بناء اگر هاچون در ترادف .است رابطه فوق برقرار

𝑞متقارن آن  − 𝑝 ها که که مجموع آنطوری .وجود دارد
𝑞

2
𝜙(𝑞) شود.می 

  :ها در ترادف فری برابر است باپس مجموع صورت

𝑆𝑁 = ∑
𝑏

2
𝜙(𝑏)

𝑛

𝑏=1

=
𝑆𝐷

2
 

 آید.دست میهجا نتیجه مطلوب بینا از ،ها استمجموع مخرج 𝑆𝐷 که در حالی

اگر  .ناطقتقریب 
𝑎′

𝑏′ و 
𝑎

𝑏
ها که دیگر کسر فری در بین آنطوری ،باشد 𝐹𝑛 در  nدو کسر فری مرتبه  

 :پس ؛وجود نداشته باشد

 |
𝑎

𝑏
−

𝑎+𝑎′

𝑏+𝑏′| =
1

𝑏(𝑏+𝑏′)
≤

1

𝑏(𝑛+1)
 

 |
𝑎′

𝑏′ −
𝑎+𝑎′

𝑏+𝑏′| =
1

𝑏′(𝑏+𝑏′)
≤

1

𝑏′(𝑛+1)
 

چون اگر 
𝑎′

𝑏′ و 
𝑎

𝑏
که طوری ،باشند 𝐹𝑛دو کسر فری متعاقب در  

𝑎

𝑏
<

𝑎′

𝑏′ پس .است:  

𝑎𝑏′ − 𝑏′𝑎 = 1 … (1) 

  :حال داریم که

|
𝑎

𝑏
−

𝑎 + 𝑎′

𝑏 + 𝑏′
| = |

𝑎𝑏 + 𝑎𝑏′ − 𝑏𝑎 − 𝑏𝑎′

𝑏(𝑏 + 𝑏′)
| =

|𝑏′𝑎 − 𝑎′𝑏|

𝑏(𝑏 + 𝑏′)
=

1

𝑏(𝑏 + 𝑏′)

≤
1

𝑏(𝑛 + 1)
      𝑢𝑠𝑖𝑛𝑔 (1) 

زیرا 
𝑎

𝑏
<

𝑎′

𝑏′  دو کسر متعاقب در𝐹𝑛  اند در𝐹𝑛+1 ،
𝑎+𝑎′

𝑏+𝑏′ تواند در تواند ظاهر شود یا میمی𝐹𝑛+2 

 :پس ؛باشد

𝑏 + 𝑏′ ≥ 𝑛 + 1 ⟹
1

𝑏 + 𝑏′
≤

1

𝑛 + 1
 

 :حال
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|
𝑎′

𝑏′
−

𝑎 + 𝑎′

𝑏 + 𝑏′
| = |

𝑎′𝑏′ − 𝑎𝑏′ − 𝑏′𝑎′ + 𝑏𝑎′

𝑏′(𝑏 + 𝑏′)
| =

|𝑏′𝑎 − 𝑎′𝑏|

𝑏′(𝑏 + 𝑏′)
=

1

𝑏′(𝑏 + 𝑏′)
≤

1

𝑏′(𝑛 + 1)
 

 و این نتیجه مطلوب است.

یک عدد ناطق  xیک عدد تام مثبت بوده و  nاگر  .لهأمس
𝑎

𝑏
0که طوری ،باشد  < 𝑏 ≤ 𝑛 پس: 

|𝑥 −
𝑎

𝑏
| ≤

1

𝑏(𝑛 + 1)
      (𝑅𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛) 

  ،یعنی ؛قرار دارد k+1و  kیک عددی حقیقی است که بین دو عدد تام  xفرض کنیم 

𝑘 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘 + 1 

0یعنی  .گیریمرا در نظر می xبین صفر و یک  ≤ 𝑥 ≤ 𝑘درینجا  1 =  در نظر گرفته شده است. 0

0یعنی  ،اگر باشد 𝐹𝑛، در ترادف فری xحالت اول: عدد حقیقی  < 𝑏 ≤ 𝑛,
𝑎

𝑏
∈ 𝐹𝑛 پس: 

|𝑥 −
𝑎

𝑏
| = 0 ≤

1

𝑏(𝑛 + 1)
 

بین دو کسر متعاقب  xحالت دوم: اگر عدد حقیقی 
𝑎′

𝑏′ و 
𝑎

𝑏
 ؛قرار داشته باشد 𝐹𝑛در   

کوچکتر از  xاگر  .1
𝑎+𝑎′

𝑏+𝑏′ باشد یعنی:  

𝑎

𝑏
< 𝑥 <

𝑎 + 𝑎′

𝑏 + 𝑏′
<

𝑎′

𝑏′
   ,    0 < 𝑏 ≤ 𝑛  , 0 < 𝑏′ ≤ 𝑛 

  :حال داریم که

|𝑥 −
𝑎

𝑏
| ≤ |

𝑎 + 𝑎′

𝑏 + 𝑏′
−

𝑎

𝑏
| =

1

𝑏(𝑏 + 𝑏′)
≤

1

𝑏(𝑛 + 1)
 

بزرگتر از  xاگر عدد حقیقی  .2
𝑎+𝑎′

𝑏+𝑏′  باشد. 

|𝑥 −
𝑎′

𝑏′
| ≤ |

𝑎′

𝑏′
−

𝑎 + 𝑎′

𝑏 + 𝑏′
| =

1

𝑏′(𝑏 + 𝑏′)
≤

1

𝑏′(𝑛 + 1)
 

 :و در نتیجه

|𝑥 −
𝑎

𝑏
| ≤

1

𝑏(𝑛 + 1)
    ,   |𝑥 −

𝑎′

𝑏′
| ≤  

1

𝑏′(𝑛 + 1)
 

 نتیجه مطلوب حاصل شد.قرار شرح فوق، 
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 تقریب گویای اعداد غیر ناطق

نهایت اعداد ناطق متمایز پس بی ؛یک عدد حقیقی و غیر ناطق باشد ξاگر  
𝑎

𝑏
  :کهطوری .وجود دارد 

|𝜉 −
𝑎

𝑏
| <

1

𝑏2
 

𝑛یعنی  n>0ثبوت: برای هر  = 1,2,3,4 اعداد ناطق  …
𝑎1

𝑏1
,

𝑎2

𝑏2
, … ,

𝑎𝑛

𝑏𝑛
را دریافت نموده  

  :طوریکه .توانیممی

0 < 𝑏1 ≤ 1, 0 < 𝑏2 ≤ 2,    0 < 𝑏3 ≤ 3,   … ,   0 < 𝑏𝑛 ≤ 𝑛 

  :و

|𝜉 −
𝑎𝑛

𝑏𝑛
| ≤

1

𝑏𝑛(𝑛 + 1)
<

1

𝑏𝑛
2

 

  :چون

0 < 𝑏𝑛 ≤ 𝑛 < 𝑛 + 1  , 1 ≤ 𝑏𝑛 < 𝑛 + 1  ⟹
1

𝑏𝑛
>

1

𝑛 + 1 
 ⟹

1

𝑛 + 1 
<

1

𝑏𝑛
 

⟹  |𝜉 −
𝑎𝑛

𝑏𝑛
| <

1

𝑏𝑛
2

   … … … (1) 

بسیاری از  
𝑎𝑖

𝑏𝑖
 های متمایز وجود دارند.نهایت کسرجا بیینا اما در ؛باشند با همها ممکن مساوی 

جا اعداد متناهی و متمایز ینا به روش غیر مستقیم: فرض کنیم در
𝑎1

𝑏1
,

𝑎2

𝑏2
, … ,

𝑎𝑛

𝑏𝑛
 .وجود دارند 

  :در بین اعداد متناهی براین،بنا

|𝜉 −
𝑎1

𝑏1
| , |𝜉 −

𝑎2

𝑏2
| , … , |𝜉 −

𝑎𝑛

𝑏𝑛
| 

𝑛فرض کنیم این قیمت اصغری برای  .دارد یک قیمت مینیمم یا  اصغری وجود = 𝑘  وجود داشته

𝜉|یعنی  .باشد −
𝑎𝑘

𝑏𝑘
 قیمت اصغری است. |

|𝜉 −
𝑎𝑛

𝑏𝑛
| > |𝜉 −

𝑎𝑘

𝑏𝑘
|  , 𝑓𝑜𝑟 𝑛 = 1,2,3, …         (2) 

𝜉|اما   −
𝑎𝑘

𝑏𝑘
| > تواند که مساوی به یک عدد ناطق نیست و نمی 𝜉زیرا   0

𝑎𝑘

𝑏𝑘
 براین،بنا .باشد 

  :کهرا دریافت کنیم طوری nتوانیم که یک عدد طبیعی فوق العاده بزرگ می
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0 <
1

𝑛 + 1
< |𝜉 −

𝑎𝑘

𝑏𝑘
|   … … … (3) 

 :حال در نظر گیرید 

|𝜉 −
𝑎𝑘

𝑏𝑘
| ≤ |𝜉 −

𝑎𝑛

𝑏𝑛
| ≤

1

𝑏𝑛(𝑛 + 1)
≤

1

𝑛 + 1
 

  :زیرا

1 ≤ 𝑏𝑛 ⟹ 1 ≥
1

𝑏𝑛
 ⟹

1

𝑏𝑛
≤

1

1
 ⟹  

1

𝑏𝑛(𝑛 + 1)
≤

1

𝑛 + 1
 

 :پس

|𝜉 −
𝑎𝑘

𝑏𝑘
| ≤ |𝜉 −

𝑎𝑛

𝑏𝑛
| ≤

1

𝑏𝑛(𝑛 + 1)
≤

1

𝑛 + 1
< |𝜉 −

𝑎𝑘

𝑏𝑘
| 

⟹  |𝜉 −
𝑎𝑘

𝑏𝑘
| < |𝜉 −

𝑎𝑘

𝑏𝑘
| 

شمار اعداد غیر ناطق متمایز فرضیه ما غلط بوده و در نتیجه بی براین،و این امکان ندارد. بنا 
𝑎

𝑏
وجود  

 :کهطوری .دارد

|𝜉 −
𝑎

𝑏
| <

1

𝑏2
 

شمار اعداد ناطق متمایز پس بی است؛ یک عدد غیر ناطق 𝜉اگر  .بیانیه
ℎ

𝑘
  :طوریکه ؛وجود دارد 

|𝜉 −
ℎ

𝑘
| <

1

5𝑘2
     …     (1) 

یعنی  .واقع است k+1و  𝑘یک عدد غیر ناطق باشد که بین دو عدد تام متعاقب  𝜉ثبوت: فرض کنیم 

𝑘 < 𝜉 < 𝑘 + 𝑘حال با گرفتن  1 = را بین صفر و یک انتقال بدهیم. فرض کنیم   𝜉توانیم می 0

n پس دو کسر متعاقب  ؛یک عدد تام مثبت باشد
𝑐

𝑑
و 

𝑎

𝑏
وجود  𝐹(𝑛)یعنی  nدر ترادف فری مرتبه   

  :طوریکه ،دارد

𝑎

𝑏
< 𝜉 <

𝑐

𝑑
 

چون 
𝑎

𝑏
<

𝑎+𝑐

𝑏+𝑑
<

𝑐

𝑑
 گیریم:حال دو حالت را در نظر می براین،است بنا   

𝜉حالت اول: اگر  <
𝑎+𝑐

𝑏+𝑑
  :باشد فرض کنیم که 
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𝜉 −
𝑎

𝑏
≥

1

𝑏2√5
  ,

𝑎 + 𝑐

𝑏 + 𝑑
− 𝜉 ≥

1

(𝑏 + 𝑑)2√5
    ,

𝑐

𝑑
− 𝜉 ≥

1

𝑑2√5
   … (1) 

  :حال

𝑐

𝑑
−

𝑎

𝑏
= (

𝑐

𝑑
− 𝜉) + (𝜉 −

𝑎

𝑏
) ≥

1

𝑑2√5
+

1

𝑏2√5
=

1

√5
(

1

𝑑2
+

1

𝑏2
)  

⟹
1

𝑏𝑑
≥

1

√5
(

1

𝑑2
+

1

𝑏2
)                    …   (2)                                    

  :چنانهم

𝑎 + 𝑐

𝑏 + 𝑑
−

𝑎

𝑏
≥ (

𝑎 + 𝑐

𝑏 + 𝑑
− 𝜉) + (𝜉 −

𝑎

𝑏
) ≥

1

(𝑏 + 𝑑)2√5
+

1

𝑏2√5

=
1

√5
(

1

(𝑏 + 𝑑)2
+

1

𝑏2
)  

⟹
1

𝑏(𝑏 + 𝑑)
≥

1

√5
(

1

(𝑏 + 𝑑)2
+

1

𝑏2
)      …   (3)      

فرضیه ما نادرست  براین،بنا .توانند و این یک تناقض است( همزمان درست بوده نمی3( و )2روابط )

بوده و یک 
ℎ

𝑘
کند و این ( صدق نمی1های رابطه )حد اقل یکی از نامساوات :طوریکه ؛وجود دارد 

موجودیت 
ℎ

𝑘
𝜉کند که را در حالتی ثبوت می  <

𝑎+𝑐

𝑏+𝑑
 باشد.  

𝜉حالت دوم: اگر  >
𝑎+𝑐

𝑏+𝑑
  :باشد فرض کنیم که 

𝜉 −
𝑎

𝑏
≥

1

𝑏2√5
  , 𝜉 −

𝑎 + 𝑐

𝑏 + 𝑑
≥

1

(𝑏 + 𝑑)2√5
    ,

𝑐

𝑑
− 𝜉 ≥

1

𝑑2√5
   … (4) 

𝑐

𝑑
−

𝑎

𝑏
= (

𝑐

𝑑
− 𝜉) + (𝜉 −

𝑎

𝑏
) ≥

1

𝑑2√5
+

1

𝑏2√5
=

1

√5
(

1

𝑑2
+

1

𝑏2
)  

⟹
1

𝑏𝑑
≥

1

√5
(

1

𝑑2
+

1

𝑏2
)                    …   (5)                                    

  :چنانهم

𝑐

𝑑
−

𝑎 + 𝑐

𝑏 + 𝑑
≥ (

𝑐

𝑑
− 𝜉) + (𝜉 −

𝑎 + 𝑐

𝑏 + 𝑑
) ≥

1

𝑑2√5
+

1

(𝑏 + 𝑑)2√5
=

1

√5
(

1

(𝑏 + 𝑑)2
+

1

𝑏2
)  

⟹
1

𝑑(𝑏 + 𝑑)
≥

1

√5
(

1

𝑑2
+

1

(𝑏 + 𝑑)2
)            …  ( 6)    

 براین،بنا .کند( همزمان صدق نمی6( و )5بط )ازیرا رو  ؛باز هم مانند حالت اول این یک تناقض است

فرضیه ما غلط بوده و یک 
ℎ

𝑘
 :یعنی .کندطوریکه نتیجه صدق می .وجود دارد 

|𝜉 −
ℎ

𝑘
| <

1

√5𝑘2
 



 

 ش. هـ1۴0۴ ،(1شماره ) ،(8) دور 110

در حقیقت 
ℎ

𝑘
های یکی از کسر 

𝑎+𝑐

𝑏+𝑑
یا 

𝑐

𝑑
 ,

𝑎

𝑏
که در حالی ؛است 

𝑎

𝑏
و  

𝑐

𝑑
 𝐹𝑛دو کسر فری متعاقب در  

بود و 
𝑎

𝑏
< 𝜉 <

𝑐

𝑑
 است. 

  :حال

|𝜉 −
ℎ

𝑘
| < |

𝑐

𝑑
−

𝑎

𝑏
| = |(

𝑐

𝑑
−

𝑎 + 𝑐

𝑏 + 𝑑
) + (

𝑎 + 𝑐

𝑏 + 𝑑
−

𝑎

𝑏
)|                

≤ |(
𝑐

𝑑
−

𝑎 + 𝑐

𝑏 + 𝑑
)| + |(

𝑎 + 𝑐

𝑏 + 𝑑
−

𝑎

𝑏
)|              

≤
1

𝑑(𝑛 + 1)
+

1

𝑏(𝑛 + 1)
≤

1

𝑛 + 1
+

1

𝑛 + 1
 

⟹  |𝜉 −
ℎ

𝑘
| <

2

𝑛 + 1
              …           (∗) 

خواهیم نشان دهیم که تعداد این کسرهای حال می
ℎ

𝑘
 .کندنهایت است که رابطه مطلوب را صدق میبی 

 :فرض کنیم که داریم
ℎ1

𝑘1
𝜉|که رابطه طوری،   −

ℎ

𝑘
| <

1

5𝑘2  براینبنا .کندرا صدق می، |𝜉 −
ℎ1

𝑘1
 | 

  :را طوری انتخاب نماییم که nتوانیم عدد مثبت بوده و می

𝑛 >
2

|𝜉 −
ℎ1

𝑘1
 | 

   ⟹   𝑛 + 1 > 𝑛 >
2

|𝜉 −
ℎ1

𝑘1
 | 

                      

⟹
2

𝑛 + 1
< |𝜉 −

ℎ1

𝑘1
 |  ⟹ |𝜉 −

ℎ1

𝑘1
 | >

2

𝑛 + 1
    …    (∗∗) 

  :داریم که (∗∗)و  (∗)از روابط 

|𝜉 −
ℎ

𝑘
| <

2

𝑛 + 1
< |𝜉 −

ℎ1

𝑘1
 | 

دهد که تعداد نامتناهی اعداد ناطق و این نشان می
ℎ

𝑘
 :کندکه رابطه ذیل را صدق میطوری ؛وجود دارد 

|𝜉 −
ℎ

𝑘
| <

1

5𝑘2
  

که نزدیک به عدد ناطق  𝜉برای عدد غیر ناطق 
ℎ

𝑘
 است.  

 گیرینتیجه

 جواریهم خاصیت یافت: دست کلی نتیجه چند به توانمی فری، هایترادف خواص مطالعه از پس

 ،گردند ظاهر مجاور کسرهای عنوان به کسر دو هرگاه فری ترادف در یعنی ؛مخرج و صورت بین رابطه و
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𝑏𝑐 رابطه − 𝑎𝑑 =  اگر و نمایدمی صدق 1
𝑎

𝑏
باشد پس  nیک کسر فری مرتبه  

𝑏−𝑎

𝑏
نیز یک کسر  

و حاصل جمع تمام  سان ندارندهای یکمخرج 𝐹𝑛دو کسر متعاقب در  یک از هیچ است. nفری مرتبه 

مساوی است به  nکسرهای فری مرتبه 
1

2
 |𝐹𝑛| . میانه که برای ایجاد ترادف فری بسیار مهم  نقش کسر

 کسر باشیم، داشته متعاقب کسر دو اگر یعنی ؛است
𝑎+𝑐

𝑏+𝑑
 اثبات هایروش .گیردمی قرار  هاآن بین در  

 ترادف خواص اثبات در استقراء و مستقیم غیر اثبات اقلیدس، الگوریتم از استفاده آن: هایکاربرد و

 ؛ریاضی هایشاخه سایر و اعداد ینظریه بین ارتباط بلکه ؛دهدمی افزایش را اثبات دقت تنها نه فری،

 گذارد.می نمایش به نیز را تحلیل و هندسه مانند

 یلیتحل و یساختار  یهاامدیپ 

 نیا .رساندیم اعداد یایدن در پنهان نظم از یقیعم درک به را ما آن خواص و یفر  یهاترادف مطالعه 

 خواص یبررس خلاصه طورهب است. جذاب اریبس ینظر  دگاهیازد لیمسا در کاربرد بر علاوه نظم

 که هستند متجانس و قیدق اریبس ساختار یدارا یفر  یهاترادف که دهدیم نشان یفر  یهاترادف

 انیم یارتباط پل کی عنوان به جینتا نیا .دینمایم فیتعر منظم طوربه را اول نسبتاً  یکسرها نیب روابط

 ناطق اعداد رفتار به نسبت یدیجد دگاهید و است کرده عمل یاضیر یحوزها ریسا و اعداد یهینظر

 .دهدیم هیارا

 اریسپاسگز 

 ادهخانو  ویژه به بودند، همراه و مشوق مقاله این نوشتن مختلف مراحل در که کسانی تمام از بنده 

 برای کابل طبیعی علوم ملی ژورنال تحریر هیأت از چنان هم نماید.می سپاسگزاری صمیمانه گرامی،

 شود.می تشکر صمیمانه مقاله، این نشر زمینه سازیفراهم

 منافع تضاد

 ندارد. وجود مقاله این با ارتباط در منافعی تضاد گونه هیچ که دارد می اظهار نویسنده
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