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  چکیده
های مورد کوتا برای حل معادلات دیفرانسیلی خطی مرتبه اول پرداخته است. روش-های صریح رنگهبه تحلیل و مقایسه روش مطالعهاین 

باشند. روش تحقیق شامل تحلیل پایداری و مطالعه تقارب برای بررسی کوتای مرتبه چهارم می-بررسی شامل اویلر فارورد، هیون و رنگه

تر، کوتای مرتبه چهارم به دلیل میزان تقارب بالا و نواحی پایداری وسیع-دهند که روش رنگهنتایج نشان میباشد. ها میعملکرد این روش

تر در تقارب است. روش دهد، در حالی که روش اویلر فارورد دارای محدودترین ناحیه پایداری و دقت پایینبهترین عملکرد را ارائه می

تر عمل کرده است. این کوتای مرتبه چهارم ضعیف-ری و تقارب داشته اما نسبت به روش رنگههیون نیز عملکرد قابل قبولی در پایدا

دهد که های عددی صریح برای حل مسائل دیفرانسیلی دارد و نشان میای در ارتقای فهم دقت و پایداری روشه اهمیت ویژهعمطال

 .است مفیدترل مورد بررسی کوتای مرتبه چهارم از لحاظ تقارب و پایداری برای مسائ-روش رنگه

 کوتا؛ معادلات دیفرانسیلی-های رنگهپایداری؛ تقارب؛ روش عددی؛ روش :کلیدی هایواژه
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Abstract 

This study analyzes and compares the explicit Runge-Kutta methods for solving first-order linear 

differential equations. The methods examined include the Forward Euler method, Heun's method, 

and fourth-order Runge-Kutta method. The research methodology involved stability analysis and 

convergence studies to evaluate the performance of these methods. The results indicate that the 

fourth-order Runge-Kutta method offers the best performance because of its high convergence rate 

and wider stability regions, whereas the Forward Euler method has the smallest stability region and 

lower convergence accuracy. Heun's method also demonstrates satisfactory performance in terms 

of stability and convergence but is less effective compared to the fourth-order Runge-Kutta method. 

This study is particularly significant in enhancing the understanding of the accuracy and stability 

of explicit numerical methods for solving differential equations, showing that the fourth-order 

Runge-Kutta method is more efficient, in terms of both convergence and stability, for the problems 

under consideration. 
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 مقدمه
 سازدمی مرتبط هاآن مشتقات با را تابع چند یا یک که است یمعادله دیفرانسیلی، معادله

(2023 al., et Biswas). کار به پیچیده هایسیستم سازیمدل در ایگسترده طوربه معادلات نوع این 

 علوم بیولوژی، چون هاییزمینه در که الکتریکی و مکانیکی هایسیستم در خصوص به روند؛می

 هایسیستم از نمونه دو الکتریکی، و مکانیکی های سیستم دارند. کاربرد اقتصاد و مهندسی اجتماعی،

 معادلات .(a2021 Koroche, Aliyi) دهدمی رخ زمان گذشت با تغییرات هاآن در که هستند فیزیکی

 در آیند.می شمار به هاسیستم این پیوسته تغییرات ریاضیاتی تحلیل برای اساسی ابزارهای دیفرانسیلی

 اصلی نوع دو )PDEs( قسمی دیفرانسیلی معادلات و  )ODEs( معمولی دیفرانسیلی معادلات راستا، این

 روند.می کار به فیزیکی هایسیستم رفتار تحلیل و سازیمدل در که هستند دیفرانسیلی معادلات از

 اجسام در حرارت انتقال همچون مسائلی در 1پارابولیک قسمی دیفرانسیلی معادلات خاص، طوربه

 حرارت توزیع مانند زمان، به نظر  را حرارت توزیع نحوه دقیق طوربه معادلات این دارند. کاربرد جامد

 مورد فیزیکی مسائل سازیمدل منظوربه موج معادلات همچنین، کنند.می سازیمدل میله، یک در

 .(,a2015 Islam) هستند موجی هایحرکت شامل که هاییتمسیس در خصوص به گیرند،می قرار استفاده

 هایروش از استفاده با هاآن حل هوک، گفته   به و هستند پیچیده مذکور هایسیستم این، بر علاوه

 این حل برای اصلی ابزار عنوانبه عددی هایروش دلیل، همین به . باشند نمی پذیر امکان تحلیلی

 که دیفرانسیلی معادلات حل برای هاروش این گیرند.می قرار استفاده مورد دیفرانسیلی معادلات نوع

 هایروش برخوردارند. ایویژه اهمیت از نیست، ممکن تحلیلی هایروش با هاآن دقیق حل یافتن

 مانند هساد دیفرانسیلی معادلات برای را دقیق هایحل قادرند متغیرها داسازیج روش مانند تحلیلی

 توانندمی تنها عددی هایروش کهحالی در کنند، فراهم معمولی و قسمی تفاضلی معادلات

 برای حیاتی ابزارهایی عنوانبه عددی هایروش راستا، این در آورند. دستبه دقیق حل از هاییتقریب

 این این، بر علاوه شوند.می شناخته صنعت، و مهندسی هایزمینه در ویژهبه چیده،پی مسائل حل

 دارند کاربرد نیز اقلیمی تغییرات هایبینیپیش با مرتبط دیفرانسیلی معادلات حل در هاروش

 (b2015 Islam,). مرحله چندین یا مرحله یک در و باشند ضمنی یا صریح است ممکن عددی هایروش 

 عددی مقادیر از استفاده با بعدی زمانی نقطه برای عددی هایحل صریح، هایروش در شوند. محاسبه

 عددی حل از استفاده با تابع یک ضمنی، هایروش در که حالی در آیند.می دستبه قبلی زمانی نقطه

 .شودمی محاسبه شود، حل آن برای باید که بعدی زمانی نقطه

                                                           
1 Parabolic PDEs 
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 .(al., et Zulkifli 2022) دارند وجود معمولی و قسمی دیفرانسیلی معادلات حل برای مختلفی هایروش

 دیفرانسیلی معادلات عددی هایحل آوردن دستبه برای که است خطوط روش ها،روش این از یکی

ــمی ــیلی معادلات روش، این در رود.می کار به هایپربولیک و پارابولیک قس ــمی دیفرانس  یک به قس

ستم سیلی معادلات سی سیلی معادلات مؤثر طوربه که شوندمی تبدیل اول مرتبه معمولی دیفران  دیفران

 جمله از محدود حجم و محدود تفاضـــل هایروش ر،دیگ ســـوی از ســـازد.می را اصـــلی قســـمی

ــتند مهمی عددی هایروش ــتقات تقریب برای که هس ــمی مش ــیلی معادلات در قس ــمی دیفرانس  قس

-رنگه  های روش خصوص به محدود، تفاضل هایروش .) ,2019Chauhan & Srivastava( شوندیم

 اول مرتبه معمولی دیفرانسیلی معادلات اولیه مقدار مسائل تقریبی هایحل آوردن دستبه برای ،2کوتا

 دقت دلیل به بالا مرتبه با کوتا-رنگه هایروش همچنین، .)Paudel & Bhatt, n.d(. هستند حیاتی بسیار

 استفاده مورد )ODEs( معمولی دیفرانسیلی معادلات حل برای ایگسترده طوربه خود بالای پایداری و

 .(al., et Biswas 2023) گیرندمی قرار

 دادند توسعه را ضمنی و صریح کوتا-رنگه هایروش کوتاّ ویلهلم مارتین و رنگه کارل این، بر علاوه

)2023Bhardwaj, (. در شد. آغاز 18۹۵ سال از بالا مرتبه به پایین مرتبه از هاروش این توسعه فرآیند 

 با کوتا-رنگه هایروش از ترپیچیده ایمجموعه به را  فارورد اویلر روش کوتاّ ویلهلم مارتین سال، آن

) ,Ji & Zhou کرد معرفی را دوم مرتبه کوتا-رنگه روش رنگه سال، همان در داد. گسترش بالاتر دقت

 ،1۹01 سال در . نمود معرفی جهان به را سوم مرتبه کوتا-رنگه روش هیون کارل ،1۹00 سال در .2018(

 این نیستروم یوهان فریتز ادامه، در کرد. ارائه نیز را پنجم و چهارم مرتبه کوتا-رنگه هایروش کوتاّ

 داد توسعه دوم مرتبه دیفرانسیلی معادلات هایسیستم حل برای را هاروش

 )2020Trofimets & Trofimets, (. رنگه هایروش ترکیب مفهوم مرسون هنری رابرت ،1۹۵۷ سال در-

 هفت با ششم مرتبه کوتا-رنگه روش بوشتر ،1۹۶۴ سال در کرد. مطرح را مختلف هایمرتبه از کوتا

 معتبر روش یک عنوانبه مرحله نه با هفتم مرتبه کوتا-رنگه روش ،1۹۶8 سال در نمود. معرفی را مرحله

 معرفی کورتیس توسط مرحله یازده با هشتم مرتبه کوتا-رنگه روش ،1۹۷0 سال در و شد شناخته

 .(al., et Mechee 2024)گردید

 و (,Yousif 2020) اند گرفته قرار تحلیل و بررسی تحت همواره علمی تحقیقات در کوتا-رنگه هایروش

 بالاتر مشتقات با کوتا-رنگه جدید هایروش توسعه به تحقیقاتی مقالات اکثر اخیر، هایسال در

                                                           

2 Runge-Kutta 
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 پژوهشگران مقاله، چندین در .(,Tadmor 2023) آورند دستبه هاروش این از بالاتری دقت تا اندپرداخته

 ویژهبه عددی، هایویژگی منظر از بالا و پایین هایمرتبه با کوتا-رنگه هایروش مقایسه   و بررسی به

 .اندپرداخته پایداری، و دقت

 در است. کرده منتشر بالاتر مشتقات شامل کوتا-رنگه جدید روش یک خصوص در ییمقاله 3ووسو

 مشتقات که یافته توسعه ایمرحله سه مشتق چندین از استفاده با صریح کوتا-رنگه روش مقاله، این

 کوتا-رنگه روش مقاله، این اند.آمده دستبه تابع یک تیلور سلسله توسعه طریق از آن دوم و اول مرتبه

 بر علاوه .) ,2023Al_Ameely & Albukhuttar( است داده قرار تحلیل مورد پایداری نظر از را صریح

 با را صریح کوتا-رنگه روش دقت تا اندکرده حل را اول مرتبه معمولی دیفرانسیلی معادله دو این،

 عنوانبه نیز گوکن و هیون هایروش نمایند. مقایسه  )Goeken( گوکن و )nHeu( هیون هایروش

-رنگه روش به نسبت کمتری مشتقات اما شوند،می شناخته ایمرحله سه صریح کوتا-رنگه هایروش

 اول مرتبه معمولی دیفرانسیلی معادله دو عددی حل برای مطلق خطاهای همچنین، دارند. صریح کوتا

 خطای است. شده محاسبه مختلف هایقدم در گوکن و هیون صریح، کوتا-رنگه هایوشر  از استفاده با

 شود.می تعریف معمولی دیفرانسیلی معادله یک دقیق حل و عددی حل بین تفاوت عنوان هب مطلق

 به صریح کوتا-رنگه و گوکن هایروش در مطلق خطاهای که است داده نشان هاآن تحقیقات نتایج

 هایروش به نسبت صریح کوتا-رنگه روش عملکرد نهایت، در یابد.نمی افزایش نهیو  روش اندازه

 میان در ایمرحلهسه روش تریندقیق و پایدارترین عنوانبه روش این و بوده بهتر گوکن و هیون

 .است شده شناخته صریح کوتا-رنگه هایروش

 کوتا-رنگه روش  نام به که اندداده توسعه صریح کوتا-رنگه روش یک نیز 5سیموس و 4پاپادوپولوس

 روش به نسبت اضافی متغیر ضریب چهار شامل روش این .شودمی شناخته چهارم مرتبه نیستروم

 که شرودینگر معادله حل برای روش این از ها،آن تحقیق در .است چهارم مرتبه کوتا-رنگه معمولی

-رنگه روش این دقت نویسندگان .است شده استفاده است، دوم مرتبه معمولی دیفرانسیلی معادله یک

 معادله حل در چهارم مرتبه نیستروم کوتا-رنگه هایروش از دیگر نوع سه با را چهارم مرتبه نیستروم کوتا

 توسعه نیستروم کوتا-رنگه روش که است داده نشان هاآن تحقیقات نتایج .اندکرده مقایسه شرودینگر

                                                           
3 Wusu 

4 Papadopoulos 

5 Simos 
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 است چهارم مرتبه نیستروم کوتا-رنگه هایروش سایر از کاراتر و تردقیق چهارم مرتبه یافته

(2017 al., et Zhang). 

ــط کوتا-رنگه هایروش موثریت و دقت درباره دیگر تحقیقی مقاله یک ــن توس ــته  حس ــده نگاش  ش

 از اولیه مقدار مسئله یک حل برای را کوتا-رنگه روش شش موثریت و دقت وی مقاله، این در است.

 اویلر روش ،فارورد اویلر روش اســت: داده قرار بررســی مورد اول مرتبه خطی دیفرانســیل معادله یک

ـــتفاده با وی  45ODE و 23ODE چهارم، مرتبه کوتای-رنگه روش هیون، روش ،وارد بک  این از اس

ـــش ـــئله دقیق حل و عددی حل متفاوت، قدم هایاندازه با و کوتا-رنگه روش ش  را اولیه مقدار مس

سبه ست. کرده محا سبه با هاروش این کارایی و دقت ا سبات زمان و مطلق خطاهای میانگین محا  محا

 و است کوتا-رنگه روش ترینقیقد 45ODE که اندداده نشان تحقیق نتایج اند.گرفته قرار ارزیابی مورد

سبات تعداد نظر از همچنین سبات زمان و تابع محا سبت محا  این در شدهبررسی هایروش سایر به ن

 .(al., et Kaur 2024) دباشمی مؤثرتر مقاله

 برای چهارم مرتبه کوتای-رنگه روش و فارورد اویلر روش درباره تحقیقی ایمقاله  اسلام این، بر علاوه

 وی است. کرده ارائه مختلف قدم اندازه چهار با اول مرتبه دیفرانسیل معادله دو عددی هایحل یافتن

 یکی است. کرده مقایسه خطاها حداکثر محاسبه طریق از را صریح کوتای-رنگه روش دو این دقت

 طریق از صریح کوتای-رنگه روش دو این موثریت بررسی او، توسط شده مطالعه هایمقایسه از دیگر

 روش که دهندمی نشان تحقیق هاییافته است. بوده دقیق حل به عددی حل تقارب سرعت ارزیابی

 نسبت روش این با آمدهدستبه عددی حل و است برخوردار بالاتری دقت از چهارم مرتبه کوتای-رنگه

 مرتبه کوتای-رنگه روش همچنین، شود.می تقاربم دقیق حل به بیشتری سرعت با فارورد اویلر روش به

 اویلر روش با مقایسه در مؤثرتری طوربه اول مرتبه دیفرانسیل معادلات عددی حل محاسبه در چهارم

 .(al., et Workineh 2024) است کرده عمل فارورد

 هایروش برای پایداری هایایچندجمله یافتن که اندکرده تأکید  احمدیه و 6کچسون این، بر علاوه

 تحقیق در است. برخوردار بالایی اهمیت از اول مرتبه دیفرانسیل معادلات حل در صریح کوتای-رنگه

 اند.کرده ارائه معادلات این با مرتبط پایداری هایایچندجمله ساخت برای رویکردی هاآن خود،

 مرتبه کوتای-رنگه روش جمله از صریح، کوتای-رنگه هایروش پایداری نواحی همچنین ننویسندگا

 .(al., et Workineh 2024) اندکرده ترسیم و داده قرار بررسی مورد را چهارم،

                                                           
6 Ketcheson 
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 مقاله، این در است. شده ارائه اسی و سکا توسط پایداری نواحی درباره دیگر تحقیقی مقاله یک

 هاآن نیست. وابسته کوتا-رنگه هایروش مرتبه به پایداری نواحی تحول که اندکرده اثبات نویسندگان

 همچنین چهارم، و سوم دوم، اول، مرتبه کوتای-رنگه هایروش پایداری تحلیل طریق از را ادعا این

 پایداری نواحی این، بر علاوه اند.داده رارق بررسی مورد مرحله، یازده با هشتم مرتبه کوتای-رنگه روش

 هشتم مرتبه کوتای-رنگه روش پایداری ناحیه با چهارم و سوم دوم، اول، مرتبه کوتای-رنگه هایروش

-رنگه هایروش پایداری نواحی اندازه که دهدمی نشان هاآن تحقیق هاییافته است. شده مقایسه

 است هشتم مرتبه کوتای-رنگه روش پایداری ناحیه از تربزرگ چهارم و سوم دوم، مرتبه کوتای

(2023 al., et Nupur). 

 تحلیل بر گسترده طوربه پژوهشگران از بسیاری که شودمی مشاهده فوق، شدهبررسی مقالات در

 اویلر روش نظیر پایین، مرتبه صریح کوتای-رنگه هایروش موثریت و پایداری دقت، هایویژگی

 و پایداری دقت، هایویژگی به پژوهشگران توجه حال، این با اند.داشته تمرکز هیون، روش و فارورد

 هشتم، و پنجم مرتبه کوتای-رنگه هایروش ویژهبه بالا، مرتبه صریح کوتای-رنگه هایروش موثریت

 پایداری تحلیل زمینه در محدودی تحقیقات حقیقت، در است. بوده کمتر توجهیقابل طوربه

 .است گرفته صورت پنجم، مرتبه کوتای-رنگه روش ویژهبه بالا، مرتبه کوتای-رنگه هایوشر 

 گردد:می ارائه زیر صریح کوتای-رنگه روش سه تقارب و پایداری تحلیل ،مطالعه این در بنابراین،

  .چهارم مرتبه کوتای-رنگه روش و هیون روش ،فارورد اویلر روش

 معادله یک از اولیه مقدار مسئله یک حل برای صریح کوتای-رنگه روش سه دقت ،مطالعه این در

 ارزیابی منظوربه گیرد.می قرار مطالعه مورد هاآن تقارب میزان بررسی با اول مرتبه خطی دیفرانسیل

 مقدار مسئله حل برای بهتری پایداری ویژگی از صریح کوتای-رنگه روش سه این از یک کدام اینکه

 .شد خواهد بررسی و استخراج هاآن پایداری تحلیل است، برخوردار آزمایشی خطی معادله یک اولیه

 تا است متمرکز صریح کوتای-رنگه روش سه موثریت هایویژگی مقایسه بر عمده طوربه مطالعه این

 دهد: پاسخ تحقیقی پرسش این به

 معادلات سیستم یک اولیه مقدار مسئله حل برای صریح کوتای-رنگه روش سه این از یک کدام

  است؟ کارآمدتر اول مرتبه خطی دیفرانسیل

 تحقیق روش
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 یک حل طریق از هاداده است. عددی سازیشبیه بر مبتنی و کمی نوع از مطالعه این تحقیق روش

 MATLAB افزارنرم از استفاده با و شدهمحاسبه صورتبه دقیق، حل با ساده خطی دیفرانسیلی معادله

 مرتبه و هیون فارورد، )اویلر کوتا-رنگه صریح عددی روش سه شامل تحلیل واحد اند.شده تولید

 خطاها و محاسبه مختلف هایگاماندازه با معادله عددی حل ها،داده گردآوری برای است. چهارم(

 استاندارد ریاضی مسئله یک انتخاب بر بتنیم و هدفمند صورتبه گیرینمونه روش اند.گردیده ثبت

 چرا است، شده انتخاب هاروش این پایداری تحلیل برای (1) معادله منظور، همین به است. شده انجام

 سودرلند یگفته به که باشدمی اول مرتبه از ساده معمولی دیفرانسیلی معادله یک که

(Soderlind.  تحلیلی صورتبه را آن بتوان تا شودمی انتخاب پایداری تحلیل برای معمولاً ،(2017

 تابع استخراج طریق از عددی پایداری بررسی شامل هاداده تحلیل .کرد حل کاغذ و قلم از استفاده با و

 تقارب نرخ و کلی برشی خطای محاسبه با دقت تحلیل و مختلط، صفحه در آن ناحیه ترسیم و پایداری

 .است لگاریتمی مقیاس در

 ایداریپ خاصیت

 کند.می ایفا اول مرتبه دیفرانسیل معادلات حل در را اساسی نقشی عددی های روش پایداری خاصیت

 بررسی مورد آزمایشی خطی معادله یک حل برای هاآن رفتار تحلیل با توانمی را هاروش این پایداری

 .داد قرار

 آزمایشی، خطی معادله یک حل برای صریح کوتای-هرنگ روش سه پایداری تحلیل بخش، این در

 :است شده تعریف زیر بصورت معادله این .(a2020 al., et Suryaningrat) گرددمی ارائه

(1) 𝑦′(𝑡) = −𝜆𝑦(𝑡) 

𝑦(0)در معادله فوق  = 1  ،𝑡 ∈ [0, 𝑇] و  𝜆 ∈ ℂ  .است 

 ، زیرا این معادلهشدهصریح انتخاب کوتای  -نگهر روش  سه( برای تحلیل پایداری 1معادله ) در اینجا

 .دریافت نمود نیز بصورت تحلیلیحل  دقیق آن را میتوان ، و بوده دیفرانسیل مرتبه اول ساده

 :گرددزیر ارائه می طوری ( 1شده معادله ) حل دقیق و شناخته

(2) 𝑦(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡  

 کند زمانی کهمی تقرببه صفر حل  ، این ( است1نمایی برای معادله ) حل ( یک2) معادله  حل دقیق

𝑡 → Re⁡(𝜆)و   ∞ > ــد.   0 Re⁡(𝜆) نمادباش > را روی محور حقیقی   𝜆قیمت های مثبت و حقیقی  0

ستم مختصات  سی شان میدهد.  ستم مختصات مختلط ن سی شامل محور موهومدر   یمختلط همچنین 
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(𝐼𝑚)   ست که اعداد مختلط 𝑧ا = ℎ𝜆   شودنمایش  وی آنر برای میتواند یک روش عددی  .داده می

 مختلف قیمت هایدهنده اندازه قدم است. نشان ℎ که در اینجا، باشد  پایدار ℎ𝜆مختلف  قیمت های

ℎ𝜆 ـــود و میگیرند که به آن "ناحیه پایداری" گفته میدر یک ناحیه محدود قرار می توان آن را در ش

ا شود که شرط زیر زمانی پایدار محسوب می مختلط نمایش داد. یک روش عددی سیستم مختصات

 :صدق نمایید

(3) ∣ 𝑆(𝑧) ∣< 1 

ــان میدهد، وتابع پایداری    𝑆(𝑧)در رابطه فوق  ــله از توانهای   را نش ــلس ــت که به   𝑧یک س منظور اس

 .رودتقریب حل نمایی معادله خطی آزمایشی به کار می

 کوتای صریح از نظر پایداری برای حل-های رنگهروشهر یک از  بعدی های افزون بر این، در بخش

کوتای صریح یک شرط -گیرند. در این تحلیل، برای هر روش رنگه( مورد تحلیل قرار می1معادله )

گردند تا نواحی پایداری شرایط پایداری ترسیم میبعدی شود. سپس در بخش پایداری استخراج می

مختلط به تصویر کشیده شوند. در نهایت، نواحی  سیستم مختصاتکوتای صریح در -روش رنگه سه

ترین و کوتای صریح کوچک-شوند تا مشخص شود کدام روش رنگهایداری با یکدیگر مقایسه میپ

 .ترین ناحیه پایداری را دارا استبزرگ

 روش اویلر فارورد
 :گرددطور زیر تعریف میکوتای مرتبه اول است و به-رنگهیک روش  فاروردروش اویلر 

(۴) 𝑦𝑗 = 𝑦𝑗−1 + ℎ𝑓(𝑡𝑗−1, 𝑦𝑗−1) 

ــبه حل عددی  فاروردروش اویلر  ــته𝑦𝑗 برای محاس ــس رود. این روش به کار می  𝑡𝑗 در نقطه زمانی گس

ست، بدین معنا که برای مرحله -یککوتای صریح -رنگهیک روش  سبه ای ا حل عددی در یک محا

 .تابع نیاز است یک محاسبهبه زمانی، تنها  قدم

 :نماییمحاصل طور زیر ( به1را برای حل معادله ) فاروردتوانیم تحلیل پایداری روش اویلر اکنون می

𝑦𝑗 = 𝑦𝑗−1 + ℎ(−𝜆𝑦𝑗−1) 

𝑦𝑗 = (1 − ℎ𝜆)𝑦𝑗−1 

1 و   های عددیحل 𝑦𝑗 ،𝑦𝑗−1 در اینجا،  − ℎ𝜆  ـــتیک ثابت . علاوه بر این، رابطه زیر برقرار اس

 :است
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 𝑦j−1 = (1 − ℎ𝜆)𝑦𝑗−2, 

𝑦𝑗−2 = (1 − ℎ𝜆)𝑦𝑗−3 

⋮ 

𝑦1 = (1 − ℎ𝜆)𝑦0 = (1 − ℎ𝜆). 

 

 :آیددست مینتیجه، حل عددی زیر به در

(۵) 𝑦𝑗 = (1 − ℎ𝜆)𝑗  

ـــت، پایدار اســـت روش اویلر فارورد به بهکه  (1)معادله  (۵)حل عددی  ـــت آمده اس حل چون  دس

صفر ۵عددی ) 𝑗که وقتییابد کاهش می 𝑡شود. این حل عددی در زمان می متقارب( به  → ، برای ∞

 :شرط پایداری زیر را در نظر بگیریماین شرط، لازم است که ست آوردن ه دب

(۶) |1 − ℎ𝜆| < 1 

زمانی پایدار  فاروردکند. روش اویلر تعیین می ℎ قدماندازه  قیمت ( محدودیتی برای ۶شرط پایداری )

ست که شرط پایداری ) ست که مقدار آن کمتر از  صدقرا  (۶ا شد؛  1کند. این شرط زمانی برقرار ا با

 :مطلق ساده کرده و به شکل زیر بیان کنیم قمیتتوانیم شرط پایداری را با حذف علامت بنابراین، می

−1 < 1 − ℎ𝜆 < 1 → 0 < ℎ𝜆 < 2 → 0 < ℎ <
2

𝜆
 

ـــت که شرط پایداری 1برای حل معادله ) فاروردروش اویلر  ℎ( زمانی پایدار اس <
2

𝜆
𝜆را  برای   ∈ ℝ 

0 نامساوات صدق نمایید.  < ℎ𝜆  استزمانی برقرار 𝜆 > 0. 

ـــی کنیم که چگونه حل عددی معادله )اکنون می تغییر  h𝜆 مختلف  قیمت های( برای 1توانیم بررس

یدمی ند. فرض کن ℎ  ک = 0.1 ،ℎ = 𝜆و  2 = ℎباشــــد. ا ر  5 = 𝜆و  0.1 = ℎ𝜆پس  5 = و  0.5

ℎ𝜆 < ـــان می، 2 ـــت. میکه نش توانیم نتیجه بگیریم که روش اویلر دهد روش اویلر فارورد پایدار اس

ست که  ℎفارورد زمانی پایدار ا <
2

𝜆
𝜆  برای  ∈ ℝ  . ا ر .ℎ = 𝜆و  2 = ℎ𝜆پس  5 = ℎ𝜆و   10 > 2 ،

ـــتناروش اویلر فارورد بدین معنا که  ـــمت بی، پایدار اس  تقاربنهایت و در نتیجه حل عددی به س

 .کندمی

 :تابع پایداری زیر را داراست فاروردعلاوه بر این، روش اویلر 

 𝑆(ℎ𝜆) = 1 − ℎ𝜆  

 روش هیون
 :شودکوتای مرتبه دوم است و به شرح زیر تعریف می-رنگهروش هیون یک روش  
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 𝑦j = 𝑦𝑗−1 +
1

2
ℎ(𝑘1 + 𝑘2) 

𝑘2 = 𝑓(𝑡𝑗−1, 𝑦𝑗−1) 

𝜆2 = 𝑓(𝑡𝑗−1 + ℎ, 𝑦𝑗−1 + h𝑘1) 

 

حل عددی  محاسبهای است، بدین معنا که برای کوتای صریح دو مرحله-رنگهروش هوین یک روش 

ـــبه زمانی، نیاز به  قدمدر یک  ـــتدو تابع محاس ـــه با روش اویلر اس ، به فارورد. این روش در مقایس

 .تابع اضافی نیازمند استیک  محاسبه

 :نماییم حاصل( به شرح زیر 1توانیم تحلیل پایداری روش هیون را برای حل معادله )اکنون می

𝑘1 ⁡= (−𝜆)𝑦𝑗−1

𝑘2 ⁡= (−𝜆 +
1

2
ℎ𝜆2) 𝑦𝑗−1

𝑦𝑗 ⁡= (1 − ℎ𝜆 +
1

2
ℎ2𝜆2) 𝑦𝑗−1

 

 :آیددست می صورت زیر بهدر نتیجه، حل عددی به

(۷) 𝑦𝑗 = (1 − ℎ𝜆 +
1

2
ℎ2𝜆2)

𝑗

 

ــت زمان۷حل عددی معادله ) 𝑗 یابد زمانی کهکاهش می 𝑡 ( با گذش → ــت آوردن. برای ⁡،∞ این  بدس

 :شرط، نیازمند شرایط پایداری زیر هستیم

(8) |1 − ℎ𝜆 +
1

2
ℎ2𝜆2| < 1 

 :آوریمدست میسازی کنیم، بهمطلق ساده قیمت( را با حذف 8اگر شرایط پایداری )

−1 < 1 − ℎ𝜆 +
1

2
ℎ2𝜆2 < 1 → 0 < ℎ𝜆 −

1

2
ℎ2𝜆2 < 2 → 0 < ℎ𝜆 < 2 → 0 < ℎ <

2

𝜆
 

𝜆  شرط پایداری برای روش هیون زمانی که ∈ ℝ و ℎ > شد، به 0 ℎ  صورتبا <
2

𝜆
شود. می حاصل 

ـــابه با شرط پایداری روش اویلر  ـــت. تابع پایداری  فارورداین شرط پایداری مش روش هیون برای اس

 :باشدصورت زیر میبه

𝑆(ℎ𝜆) = 1 − ℎ𝜆 +
1

2
(ℎ𝜆)2 

ـــتند، زیرا دو  فاروردتابع پایداری برای روش اویلر  اول تابع  حدو روش هیون  به یکدیگر مرتبط هس

باشـــد. تابع پایداری روش می فاروردپایداری روش هیون مشـــابه با جملات تابع پایداری روش اویلر 
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سه  شامل  ست، در حالی که تابع پایداری روش اویلر  حدهیون  شده  حدتنها از دو  فاروردا شکیل  ت

 .است

 
 

 کوتا مرتبه چهارم-رنگهروش 
شناخته می-رنگهعنوان روش کلاسیک که به  کوتا مرتبه چهارم-رنگهروش   صورت شود، بهکوتا نیز 

 :گرددزیر تعریف می

𝑦𝑗 ⁡= 𝑦𝑗−1 +
1

6
ℎ(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4),

𝑘1 ⁡= 𝑓(𝑡𝑗−1, 𝑦𝑗−1),

𝑘2 ⁡= 𝑓 (𝑡𝑗−1 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑗−1 +

1

2
ℎ𝑘1) ,

𝑘3 ⁡= 𝑓 (𝑡𝑗−1 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑗−1 +

1

2
ℎ𝑘2) ,

𝑘4 ⁡= 𝑓(𝑡𝑗−1 + ℎ, 𝑦𝑗−1 + ℎ𝑘3).

 

ـــبهای اســـت، به این معنا که برای مرحله یک روش صریح چهار کوتا مرتبه چهارم-رنگهروش   محاس

ـــبه زمانی، نیاز به قدمحل عددی در یک  ـــدچهار تابع می محاس کوتا مرتبه چهارم، -رنگهروش  .باش

سبت به روش هیون  سبه دونیاز به ن شتر  محا را  روشاین  توانیم تحلیل پایداری . اکنون میداردتابع بی

 :استخراج کرده و به نتیجه زیر دست یابیم (1برای حل معادله )

 𝑘1 = (−𝜆)𝑦𝑗−1, 

𝑘2 = (−𝜆 +
1

2
ℎ𝜆2) 𝑦𝑗−1, 

𝑘3 = (−𝜆 +
1

2
ℎ𝜆2 −

1

4
ℎ𝜆3) 𝑦𝑗−1, 

𝑘4 = (−𝜆 + ℎ𝜆2 −
1

2
ℎ2𝜆3 +

1

4
ℎ3𝜆4) 𝑦𝑗−1, 

𝑦𝑗 = (1 − ℎ𝜆 +
1

2
ℎ2𝜆2 −

1

6
ℎ3𝜆3 +

1

24
ℎ4𝜆4) 𝑦𝑗−1. 

 

 :آیددست میصورت زیر بهدر نتیجه، حل عددی به

(۹) 𝑦𝑗 = (1 − ℎ𝜆 +
1

2
ℎ2𝜆2 −

1

6
ℎ3𝜆3 +

1

24
ℎ4𝜆4)

𝑗

⁡ 
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𝑗و  𝑡که با افزایش زمان  → ست آوردنیابد. برای کاهش می ∞ این شرط، نیاز به شرایط پایداری  به د

 :استزیر 

|1 − ℎ𝜆 +
1

2
ℎ2𝜆2 −

1

6
ℎ3𝜆3 +

1

24
ℎ4𝜆4| < 1. 

ساده کردن رابطه فوق  صل  صورت زیر بهکوتا مرتبه چهارم  -رنګه تابع پایداری برای روشبعد از  حا

 :میشود

𝑆(ℎ𝜆) = 1 − ℎ𝜆 +
1

2
(ℎ𝜆)2 −

1

6
(ℎ𝜆)3 +

1

24
(ℎ𝜆)4. 

شامل پنج  ست که دو  حداین تابع پایداری  ست، به این معنا شتر از  حدا تابع پایداری روش  حدودبی

 .یکسان استتابع پایداری روش هیون   با دو حد اول این تابع پایداری همچنین حدهیون دارد. سه 

  هایافته
سه مطالعهدر این  شامل روش اویلر فارورد، روش هیون و روش رنگه، عملکرد  -روش صریح عددی 

تحلیل پایداری عددی و تحلیل میزان تقارب  :کوتای مرتبه چهارم از دو جنبه مورد بررســی قرار گرفت

 .حل عددی به حل دقیق

 پایداری نواحی مقایسه
 و هیون روش رد،فارو  اویلر )روش کوتا-رنگه صریح عددی روش ســه پایداری نواحی بخش، این در

ساس بر چهارم( مرتبه کوتای-رنگه روش شی خطی معادله ا ستفاده با و آزمای  MATLAB افزارنرم از ا

 .گردیدند ترسیم ℎ𝜆 مختلط صفحه در

 و بوده 1 شعاع با دایره یک بصورت فارورد اویلر روش پایداری ناحیه که شودمی مشاهده  1شکل در

ℎ𝜆 نقطه در آن مرکز =  گوشلبُ شکل به چهارم مرتبه کوتا -رنگه روش پایداری احیهن .دارد قرار  ⁡⁡1

 بیرون در و  بوده پایدار خود، پایداری نواحی داخل در صریح کوتای-رنگه روش سه این .شده رسم

 .هستند ناپایدار نواحی این از

 𝑅𝑒(ℎ𝜆) مثبت حقیقی محور روی صریح کوتای-رنگه روش ســه که شــودمی مشــاهده 1شــکل در

 مختصــات راســت ســمت در هاروش این پایداری نواحی هســتند. پایدار مختلط مختصــات ســیســتم

𝑅𝑒(ℎ𝜆) های قیمت برای تنها هاروش این زیرا اند،گرفته قرار مختلط >  خود پایداری  نواحی در 0

ــاهده همچنین دارند. قرار ــودمی مش  یتر بزرگ پایداری  احیهن  چهارم مرتبه کوتای -رنگه روش که ش

ـــبت ـــت آن موضـــوع این دلیل دارد. هیون روش و فارورد اویلر روش به نس  مرتبه افزایش با که اس



 

 

 55 ابلـنتون کـپوه تحقیقی - علمی یهلـمج

 و یافته گســترش 𝑅𝑒(ℎ𝜆) از بیشــتری های قیمت برای هاآن پایداری صریح، کوتای-رنگه هایروش

 .شودمی تربزرگ هاآن پایداری نواحی

ست بدان این سبت چهارم مرتبه کوتای -رنگه روش که معنا  برای هیون روش و فارورد اویلر روش به ن

شتری های قیمت ست پایدارتر 𝑅𝑒(ℎ𝜆) از بی سون، گفته طبق این، بر علاوه .ا -رنگه هایروش آتکین

یار ℎ قدم اندازه که زمانی صریح کوتای ـــ ـــد کوچک بس ـــت به گتریبزر  پایداری نواحی ،باش  دس

 𝑅𝑒(ℎ𝜆) که شود تنظیم ایگونه به باید ℎ مقدار عددی، هایروش پایداری از اطمینان برای آورند.می

ست. پایدارتر پایداری، ناحیه ترینوسیع با عددی روش گیرد. قرار پایداری ناحیه در  روش بنابراین، ا

 شناخته صریح کوتای-رنگه روش سه این میان در روش پایدارترین عنوانبه  چهارم مرتبه کوتای -رنگه

ـــود،می یهنا ترینبزرگ زیرا ش یداری ح بل، در دارد. را پا قا یل به فارورد اویلر روش م ـــتن دل  داش

ـــبت کمتری پایداری پایداری، ناحیه ترینکوچک   چهارم مرتبه کوتای -رنگه و هیون هایروش به نس

  .دارد

 

 

 

 

 

 

 

 کوتا-هگرن روش سه پایداری ساحه :1شکل

ساس بر بنابراین، ستند، پایدار مربوطه مختص ناحیه در روش سه هر عددی، هایترسیم ا  ناحیه اما ه

ــعت نظر از هاآن پایداری ــت. متفاوت وس  روش و پایداری ناحیه ترینکوچک فارورد اویلر روش اس

 .داراست روش سه این بین در را پایداری ناحیه ترینبزرگ چهارم مرتبه کوتای-رنگه

 عددی هایآزمایش

-رنگه روش و هیون روش فارورد، اویلر )روش کوتا-رنگه صریح عددی روش سه عملکرد بررسی برای

 صورت اول مرتبه خطی دیفرانسیلی معادله یک حل یپایه بر عددی ایمطالعه چهارم(، مرتبه کوتای
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 معادله دقیق حل تقریب در هاروش تقارب میزان و دقت ارزیابی ها،آزمایش این هدف است. گرفته

 .است نظر مورد

 تقارب مطالعه
 :است شده تعریف زیر صورت به مطالعه این برای شدهانتخاب اولیه مقدار معادله

(10) 𝑦′(𝑡) = −2𝑡𝑦(𝑡) 

𝑦(0) اینجا در = 𝑡و  1 ∈ [0, 𝑇] .است 

 و دقیق حل یک با ساده اولیه مقدار مسئله یک زیرا است، شده انتخاب مطالعه این برای (10) معادله

ــبه 𝑇 نهایی زمان در را کلی قطع خطای تا دهدمی امکان ما به ویژگی این اســت. شــدهشــناخته  محاس

 .کنیم

 است: ذیل بصورت فوق معادله دقیق حل

𝑦(𝑡) = 𝑒−𝑡
2

 

ــت نظر در با 𝑝 تقارب میزان مطالعه، این در ــه داش ــی مورد مرحله س  اول، مرحله در .گرفته قرار بررس

𝑦𝑛 عددی حل دریافت برای
ℎ قدم اندازه با (10) معادله برای ℎ، های قیمت ℎ ، ℎ

2
، ℎ

4
ℎ و  

8
 انتخاب  

ــــده بنــد.می کــاهش 2 نســـبــت بــه کــه انــدش ین یــا کرد، ا بق روی  لویــک توصـــیــه بــا مطــا

 (2024 al., et Saragih Yurinda Vena)، قدم اندازه کاهش برای رایج روش یک ℎ ـــت  دقت به تا اس

ستفاده حال، این با یابیم. دست عددی هایحل در بالاتری ست. پذیرامکان نیز مقادیر سایر از ا  در ا

 .میکنیم محاسبه ذیل طوری  𝑇 نهایی زمان در ،برشی کلی خطای دوم، مرحله

(11) 𝑒ℎ = |𝑦𝑛
ℎ − 𝑦(𝑡𝑛)| 

𝑦𝑛 عددی حل میان تفاوت ℎ قدم اندازه با 𝑒ℎ یبرش کلی خطای
ℎ دقیق حل و 𝑦(𝑡𝑛) دهد.می نشان را 

 تقارب میزان از تقریب سه محاسبه از استفاده با را  𝑝 تقارب میزان که است این هدف سوم، مرحله در

𝑝  بزنیم تخمین (1) معادله از. 

ـــتفاده با را (10) معادله ما  انتروال در چهارم مرتبه کوتا -رنگه و هیون فارورد، اویلر هایروش از اس

𝑡 زمانی ∈ [0, 𝑇]، آن در که 𝑇 = ـــت 1 ℎ هایقدم اندازه با و اس = 0.1 ، ℎ
2
، ℎ

4
ℎ  و  

8
 .کنیممی حل 

ـــت نتایج ـــه با (10) معادله حل از آمده بدس  زیر جداول در مختلف های قدم  و کوتا -رنگه روش س

 است. شده ترتیب
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𝑦′(𝑡) معادله حل برای فارورد اویلر روش تقارب میزان تخمین و کلی برش خطاهای :1جدول = −2𝑡𝑦(𝑡) شرایط با 

𝑦(0) اولیه = 𝑡 زمانی انتروال در ،1 ∈ [0,1]. 

 ℎ خطاهای برشی کلی های میزان تقاربتقریب

− 1.3827 × 10−2 0.1 

≈ 1.0880 6.5045 × 10−3 0.05 

≈ 1.0430 3.1569 × 10−3 0.025 

≈ 1.0210 1.5554 × 10−3 0.0125 

𝑦′(𝑡) معادله حل برای هیون روش تقارب میزان تخمین و کلی برش خطاهای :2جدول = −2𝑡𝑦(𝑡) یه شرایط با  اول

𝑦(0) = 𝑡 زمانی انتروال در ،1 ∈ [0,1]. 

 ℎ خطاهای برشی کلی های میزان تقاربتقریب

− 1.1739 × 10−3 0.1 

≈ 1.9630 3.0109 × 10−4 0.05 

≈ 1.9860 7.6014 × 10−5 0.025 

≈ 1.9940 1.9085 × 10−5 0.0125 

𝑦′(𝑡) معادله حل برای چهارم مرتبه کوتا -رنگه روش تقارب میزان تخمین و کلی برش خطاهای :3جدول = −2𝑡𝑦(𝑡) 

𝑦(0) اولیه شرایط با = 𝑡 زمانی انتروال در ،1 ∈ [0,1]. 

 ℎ خطاهای برشی کلی های میزان تقاربتقریب
− 1.6252 × 10−6 0.1 

≈ 3.9860 1.0253 × 10−7 0.05 
≈ 4.0000 6.4067 × 10−9 0.025 
≈ 4.0020 3.9993 × 10−10 0.0125 
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𝑦′(𝑡) معادله عددی حل در کلی شیبر  خطاهای :2شکل = −2𝑡𝑦(𝑡) ، اولیه شرایط با 𝑦(0) =  زمانی انتروال و  1

𝑡 ∈  .10 قاعده با لوگاریتمی مقیاس در ℎ های قدم اندازه با کوتا-رنگه صریح روش سه از استفاده با ،[0,1]

 مناقشه و بحث
 معادلات حل در کوتا-رنگه صریح روش سه پایداری و دقت مقایسه تحقیق، این اصلی هدف

 کاهش که دهندمی نشان 3 تا 1 هایجدول از حاصل هاییافته بود. اول مرتبه معمولی دیفرانسیلی

 این است. شده بررسی مورد روش سه هر در کلی برشی خطای سیستماتیک کاهش موجب ℎ گاماندازه

 روش هر نظری تقارب مرتبه با وضوح به که گرفته انجام مرحله هر در 2𝑝 معادل تقریباً  ضریبی با کاهش

 .دارد خوانیهم

 کاهش  2𝑝از ضریبی با یبرش کلی خطاهای اگر ،(al., et Lee 2020) لوویک  های نظریه اساس بر

𝑝 و اول مرتبه دقت دارای که فارورد اویلر روش برای یابند، =  ضریبی با یبرش کلی خطاهای ،است 1

21 زیرا یافت، خواهند کاهش 2 از =  صریح کوتا-رنگه روش سه رودمی انتظار که معناست بدین این 2

 در یبرش کلی خطاهای آیا که کنیم بررسی توانیممی اکنون کنند. پیدا کاهش 2𝑝 از ضریبی با نیز

  خیر. یا یابندمی کاهش ضریب این با 3 تا 1 هایجدول

 ضریبی با خطا که شد مشاهده است، اول مرتبه دقت دارای که فارورد، اویلر روش برای ،1 جدول در

 تقریبی صورتبه خطاها نسبت ،0.05 به 0.1 از گاماندازه کاهش با مثال، برای یابد.می کاهش  2 حدود

 :آمد دست به 2.13 با برابر

1.3827 × 10−2

6.5045 × 10−3
≈ 2.1260 

 مشــاهدات با که اســت 𝑂(ℎ) فرم به خطی تقارب دارای فارورد اویلر روش که کندمی تأیید نتیجه این

 .است 1 با برابر لگاریتمی مقیاس در خط میل که جایی دارد، مطابقت نیز 2 شکل از بصری

ست، دوم دقت مرتبه دارای که هیون روش ،2 جدول در شان را ۴ به نزدیک ضریبی با خطا کاهش ا  ن

 :است شده ثبت متوالی خطای دو بین نسبت برای 3.۹0 تقریبی مقدار .میدهد

1.1739 × 10−3

3.0109 × 10−4
≈ 3.8988 

 می مطابقت 2 شــکل در 2 با برابر خط میل با که اســت، 𝒪(ℎ2) فرم به روش این تقارب آن، با مطابق

 .کند

 :دهدمی نشان را 1۶ حدود در ضریبی با خطا کاهش چهارم مرتبه کوتای-رنگه روش ،3 جدول در
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1.6252 × 10−6

1.0253 × 10−7
≈ 15.851 

قت با کاهش میزان این به د هارم مرت قت 𝒪(ℎ4) یعنی روش چ طاب طابق و دارد م  هایبینیپیش م

  .),p. ,1989 Atkinson 110( است همکاران و آتکینسون آثار در شدهارائه تئوریک

ـــکل  راف ـــکل، این در کند.می تأیید خوبیبه را عددی هاییافته نیز 2 ش  مقیاس در خطاها که ش

سب لگاریتمی  مطابقت روش آن با متناظر دقت مرتبه با خط هر میل اند،شده ترسیم ℎ گاماندازه برح

 وضوحبه  شکل این  چهارم. مرتبه کوتای-رنګه روش  برای 4 و هیون، برای 2 اویلر، برای 1 میل دارد:

 .دهدمی نشان را روش دقت افزایش با خطا کاهش روند

تایج ته با تحقیق این ن عات هاییاف طال ـــین م تاهم پیش ـــ ند. راس ـــت نه، برای هس  کوروشــــه نمو

2021b) ,(Aliyi⁡Koroche  اشچر و (2024 al., et Stephen)  برای مشابه هاینرخ با خطا کاهش نیز 

.Vena⁡Yurinda⁡Saragih⁡et⁡al) ساریگ تحقیق در همچنین، .اند داده انجام روش سه این , 2024)، 

ستماتیک کاهش صف با خطا سی صیه عددی هایروش دقت ارزیابی برای گاماندازه شدنن  شده تو

 .است شده تبعیت آن از نیز مطالعه این در که است،

سه نهایت، در شان نتایج مقای ست، تردقیق تنهانه چهارم مرتبه کوتای-رنگه روش که دهدمی ن  با بلکه ا

ـــودمی متقارب دقیق حل به بیشـــتری سرعت  ترینکوچک دارای هاگاماندازه تمام در روش این. ش

ــی خطای ــیع پایداری ناحیه به توجه با و بوده کلی برش ــی هایافته بخش در که تریوس ــد، بررس  از ش

 در را نسبی خطای بیشترین فارورد اویلر روش مقابل، در است. برخوردار نیز بالاتری عددی پایداری

 .شودمی محسوب روش ترینیقدقکم و داراست روش سه بین

ـــاره زیر موارد به توانمی مطالعه این هایمحدودیت جمله از ـــت، کرد: اش  مطالعه انجام برای نخس

شت وجود نهایی( زمان و گاماندازه تنظیم )مانند MATLAB کدُهای در تغییرات به نیاز ،تقارب  که دا

 پیشــین تحقیقی منابع کمبود ،دوم ســازد.می مواجه چالش با را نتایج بازتولید و تعمیم قابلیت امر این

نه در یل زمی یداری تحل قارب و پا به با صریح هایروش ت ند بالا مرت گام 8RK و 5RK مان  حل هن

 یپشــتوانه بدون تحقیق این نتایج از بســیاری شــد باعث معمولی دیفرانســیلی معادلات هایســیســتم

 و (1) آزمایشی یمعادله مانند ساده خطی معادلات بر فقط مطالعه تمرکز ،سوم بماند. باقی ایمقایسه

ــتم یک ــیس ــیلی معادلات از خاص س ــت اول مرتبه از خطی دیفرانس ــادگی وجود با که اس  امکان و س

ستم به نتایج تعمیم قابلیت دقیق، تحلیل  در ،چهارم سازد.می محدود را غیرخطی یا ترپیچیده هایسی

ـــی مورد صریح هایروش صرفاً  تحقیق این ته قرار بررس ندگرف یل گونههیچ و ا ـــه یا تحل قایس  با ایم
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 نهایت، در اســت. نشــده انجام دارند، کاربرد )stiff( ســفت مســائل در معمولاً که ضــمنی هایروش

 تحلیلی حل برای سودرلند نظر طبق اینکه وجود با پایداری، تحلیل برای (1) یساده یمعادله انتخاب

 .باشد واقعی یپیچیده هایسیستم در موجود هایچالش ینماینده تواندنمی ولی است، مناسب

 گیرینتیجه
 دیفرانســـیلی معادلات عددی حل در مناســـب روش انتخاب که دهدمی نشـــان تحقیق این هاییافته

ـــتقیمی تأثیر اول، مرتبه معمولی  پیرامون گرفتهصـــورت هایتحلیل دارد. نتایج پایداری و دقت بر مس

ــه تقارب میزان و عددی پایداری  کوتای-رنگه روش که اســت آن از حاکی کوتا-رنگه صریح روش س

 و پایداری ناحیه بیشــترین دارای هیون، روش و فارورد اویلر روش با مقایســه در )4RK( چهارم تبهمر 

 مقدار مســائل حل برای مناســب ایگزینه به را روش این ویژگی، این باشــد.می دقت مرتبه بالاترین

 .است کرده تبدیل ناپایداری و خطا به نسبت بالا حساسیت با اولیه

 نظری، تحلیل و عددی ســازیشــبیه مبنای بر تجربی شــواهد کردنفراهم با تحقیق این علمی، منظر از

 دهد.می ارائه دیفرانســـیلی معادلات حل در کوتا-رنگه صریح هایروش عددی رفتار از بهتری درک

 افزارهاینرم در اســـتفاده مورد عددی هایالگوریتم ســـازیبهینه در تواندمی حاصـــل نتایج همچنین

 داشته کاربرد سیالات، دینامیک و فیزیکی مهندسی، مسائل در ویژهبه ،MATLAB نندما ؛محاسباتی

 .باشد

 تا )پنجم بالا مرتبه کوتای-رنگه هایروش مورد در مقایسه این شودمی پیشنهاد آینده، توسعه لحاظ از

 این پایداری تحلیل همچنین، گردد. بررسی ترپیچیده شرایط در هاآن کارایی تا شود انجام نیز هشتم(

سیلی معادلات یا ترسخت معادلات برای هاروش  برای ایزمینه تواندمی )ODEs Stiff( سفت دیفران

 آورد. فراهم آینده هایپژوهش

عه این مجموع، در طال یابی و تبیین جهت در گامی م  حل برای صریح عددی هایروش دقیق ارز

سیلی معادلات ست دیفران شجویان و محقیقین برای مفیدی مرجع تواندمی و ا ضیات حوزه در دان  ریا

 .باشد عددی مهندسی و محاسباتی فیزیک کاربردی،

 سپاسگزاری

سند  شته همکاری تحقیق این انجام در کهافرادی تمامی از گاننوی  ،ستوری خالد پوهنمل ویژهبه اند،دا

  نمایند.می سپاسگزاری صمیمانه

 نویسندگان سهم
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 مفهومی، طراحی جمله از است؛ بوده تحقیق مراحل تمامی در اصلی ولمسو  رحیمی اللهحزب پوهنیار

 و اولیه نسخه نگارش و تقارب و پایداری تحلیل عددی، هایسازیشبیه انجام تحقیق، روش تدوین

 .مقاله نهایی

 و تحقیق نظری ساختار بهبود برای پیشنهادات ارائه متن، علمی بازبینی در هاشمی نویدالله پوهنمل

 .است داشته نقش محاسبات دقت بررسی

 متن نهایی اصلاحات و پایداری تحلیل هایبخش مرور نتایج، ارزیابی در رویش عبدالصمد پوهنوال 

 .است داشته همکاری مقاله

 منافع تضاد

  .ندارد وجود منافع تضاد گونههیچ مقاله این به رابطه در که ندر دامی اظهار  اننویسند 
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 ضمیمه
 استفاده شده اند. مقالهاین که در  است MATLAB هایی از کدُهایشامل تمام اسکریپت ضمیمهاین 

Script 1 - Stability Regions of Explicit Runge-Kutta Methods 

% This script plots the stability regions of three explicit Runge-Kutta methods 

% in the complex plane: Forward Euler, Heun and RK4. 

close all 

clear all 

clf, hold on 

% Create a grid in the complex plane 

[X, Y] = meshgrid(-6:0.01:6, -6:0.01:6); 

Z = X + 1i*Y; % Complex number Z = x + i*y 

% Define the stability functions (modulus of amplification factors) 

R1 = abs(1 - Z);                                                  % Forward Euler 

R2 = abs(1 - Z + (1/2)*Z.^2);                                     % Heun 

R3 = abs(1 - Z + (1/2)*Z.^2 - (1/6)*Z.^3 + (1/24)*Z.^4);          % RK4 

% Plot the stability boundaries where |R| = 1 

contour(X, Y, R1, [1,1], 'k', 'LineWidth', 2); % Forward Euler - Black 

contour(X, Y, R2, [1,1], 'r', 'LineWidth', 2); % Heun - Red 

contour(X, Y, R3, [1,1], 'g', 'LineWidth', 2); % RK4 - Green 

% Labels and formatting 

title('Stability region of Forward Euler, Heun, RK4') 

legend('Forward Euler','Heun','RK4') 

xlabel('Re(h\lambda)') 

ylabel('Im(h\lambda)') 

axis square 

grid on 

Script 2 - Definition of First-Order ODE 

function dy = fun (t, y) 

    dy = -2 * t * y; 

end 

% t is the independent time variable. 

% y is the dependent variable. 

Script 3 – Estimated Convergence Rate (Forward Euler Method) 

% Script 3 - Estimated Convergence Rate of Forward Euler Method  

% This solver attempts to compute three approximations 

% of the convergence rate of the forward Euler method 

% with the step sizes h=0.1, h/2, h/4 and h/8. 
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format long               % A format function to get 15 digits. 

t0 = 0;                   % Initial time. 

t(1) = 1;                 % Final time. 

h = 0.1;                  % Step size h. 

n = (t(1)-t0)/h;          % n is the number of time steps. 

t = t0:h:t(1)-h;          % t is the time interval. 

y0 = 1;                   % Initial condition. 

y(1) = y0;                % The numerical solution at the final time. 

% Use the forward Euler method to find the numerical 

% solution at y(1) which is the next time step after 

% the initial value y0. 

% The for loop is repetition of a number amount of times. 

% for i reads for index i which starts from 1 to n. 

for i = 1:n               % Time stepping loop 

    y(i+1) = y(i) + h * fun(t(i), y(i)); 

end 

% Exact solution. 

yExact = exp(-(1)^2); 

% Global truncation error at the final time t = 1. 

Error = abs(y(i+1) - yExact); 

% Estimated convergence rate examples: 

% ((log(0.013827239387109 / 0.006504577699395)) / log(2)) = 1.087985850558898 

% ((log(0.006504577699395 / 0.003156961521126)) / log(2)) = 1.042918718670773 

% ((log(0.003156961521126 / 0.001555416487666)) / log(2)) = 1.021235739577236 

Script 4 - Heun's Method Convergence Rate 

% This solver attempts to compute three approximations 

% of the convergence rate of Heun's method 

% with the step sizes h=0.1, h/2, h/4 and h/8. 

format long 

t0 = 0; 

t (1) = 1; 

h = 0.1; 

n = (t(1)-t0)/h; 

t = t0:h:t (1)-h; 

y0 = 1; 

y (1) = y0; 

% Use Heun's method. 
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for i = 1: n 

    k1 = fun(t(i), y(i)); 

    k2 = fun(t(i)+h,y(i)+h*k1); 

    y(i+1) = y(i)+(1/2) *h*(k1+k2); 

end 

% Exact solution. 

yExact = exp (-(1) ^2) 

% Global truncation error. 

Error = abs(y(i+1)-yExact) 

% Estimated convergence rate. 

% ((log (0.001173953098629/3.010909612657375e-04))/log (2)) = 

1.963103467343805 

% ((log (3.010909612657375e-04/7.601465913853467e-05))/log (2)) = 

1.985849830323583 

% ((log (7.601465913853467e-05/1.908536287215101e-05))/log (2)) = 

1.993811046712535 

Script 5 - RK4 Method Convergence Rate 

% This solver attempts to compute three approximations 

% of the convergence rate of RK4 with the step sizes 

% h=0.1, h/2, h/4 and h/8. 

format long 

t0 = 0; 

t (1) = 1; 

h = 0.1; 

n = (t(1)-t0)/h; 

t = t0:h:t (1)-h; 

y0 = 1; 

y (1) = y0; 

% Use RK4. 

for i = 1: n 



 

 ش. هـ1۴03 ،(1شماره ) ،(8) دور 68

    k1 = fun(t(i), y(i)); 

    k2 = fun(t(i)+(1/2) *h,y(i)+(1/2) *h*k1); 

    k3 = fun(t(i)+(1/2) *h,y(i)+(1/2) *h*k2); 

    k4 = fun(t(i)+h,y(i)+h*k3); 

    y(i+1) = y(i)+(1/6) *h*(k1+2*k2+2*k3+k4); 

end 

% Exact solution. 

yExact = exp (-(1) ^2) 

% Global truncation error. 

Error = abs(y(i+1)-yExact) 

% Estimated convergence rate. 

% ((log (1.625254322568104e-06/1.025354282591096e-07))/log (2)) = 

3.986471107147980 

% ((log (1.025354282591096e-07/6.406794095248358e-09))/log (2)) = 

4.000376043507966 

% ((log (6.406794095248358e-09/3.999351960715103e-10))/log (2)) = 

4.001764469781143 

Script 6 – Log-Log Plot of Global Truncation Errors for Runge-Kutta Methods 

% The step sizes in h1 are used to plot the 

% global truncation errors of the forward Euler 

% method, Heun's method, RK4 and RK5. 

h1 = [0.1, 0.05, 0.025, 0.0125]; 

% The step sizes in h2 are used to plot the 

% global truncation error of RK8. 

h2 = [0.4, 0.2, 0.1, 0.05]; 

% Error1 is global truncation errors of the forward Euler method. 

error1 = [0.013827239387109, 0.006504577699395, ... 

          0.003156961521126, 0.001555416487666]; 

% Error2 is global truncation errors of Heun's method. 

error2 = [0.001173953098629, 3.010909612657375e-04, ... 
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          7.601465913853467e-05, 1.908536287215101e-05]; 

% Error3 is global truncation errors of RK4. 

error3 = [1.625254322568104e-06, 1.025354282591096e-07, . 

          6.406794095248358e-09, 3.999351960715103e-10]; 

% Plot the step sizes in h1 and h2 and the global 

% truncation errors in a log-log scale with base 10. 

loglog (h1, error1) 

hold on 

loglog (h1, error2) 

hold on 

loglog (h1, error3) 

hold on 

xlabel('log(h)') 

ylabel('log(error)') 

legend ('Forward Euler', 'Heun', 'RK4') 

 


