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  چکیده

های سازی ترکیبی پرداخته و پیچیدگی محاسباتی الگوریتمبهینه مسألهبه بررسی کلسترسازی گراف به عنوان یک  مقالهاین 

، تحلیل رابطه میان اهداف چند کلستری و اهداف مبتنی بر مودولاریتی تحقیق. هدف اصلی این کرده استمرتبط را ارزیابی 

های با استفاده از تحلیل کیفی-مروری تحقیق این. باشدمیها سازی گرافهای مودولاریتی در کلسترو شناسایی محدودیت

ها به دلیل فضای که کلسترسازی گراف دادها نشان های مختلف انجام شده است. یافتهریاضی و آزمایش الگوریتم

و قادر  استو مودولاریتی با وجود کاربرد گسترده، دچار خطای تفکیک  بوده سخت -NP  مسألهجستجوی نمایی یک 

گر برتری اهداف چند کلستری در شناسایی . نتایج همچنین بیانباشدنمی کوچک های مقیاسکلستربه شناسایی دقیق 

سازی و تری از بهینههای جدید، درک عمیقهای پیشین و ارائه تحلیلیید یافتهأبا ت تحقیقتر است. این ساختارهای ظریف

 داده است.های موجود پیشنهاد و مسیرهایی برای بهبود الگوریتم کردهها فراهم کلسترسازی گراف

 شبکه تحلیل ؛ گی محاسباتیپیچیده؛ جامعه تشخیصسازی؛ ؛ بهینهگراف کلسترسازی کلیدی: هایواژه
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Abstract 

This study examined graph clustering as a combinatorial optimization problem and 

evaluated the computational complexity of related algorithms. The main objective of this 

research was to analyze the relationship between multi-cluster objectives and modularity-

based goals and to identify the limitations of modularity in graph clustering. This 

qualitative review study employed mathematical analyses and tests with various 

algorithms. The findings showed that graph clustering, due to its exponential search 

space, is an NP-hard problem, and modularity, despite its widespread use, suffers from a 

resolution limit and cannot accurately detect small-scale clusters. The results also 

highlighted the superiority of multi-cluster objectives in identifying more subtle 

structures. By confirming previous findings and offering new insights, this research 

provided a deeper understanding of optimization and graph clustering and suggested 

pathways to enhance existing algorithms. 
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 مقدمه
را نمایش  )اضلاع( هاو روابط جوره ای بین آن هارأسای از ستگراف یک ساختار ریاضی است که 

است و به طور خاص برای اشاره به یک  گراف اصطلاح با مترادفتقریباً  "شبکه"دهد. اصطلاح می

با استفاده از یک گراف د توانشود که در هسته خود میسیستم پیچیده از عوامل متعامل استفاده می

گیرند ای که توسط دانشمندان شبکه مورد مطالعه قرار میهای پیچیده. سیستمگرددسازی و مطالعه مودل

های فناوری )مانند های هوایی(، شبکهای و شبکههای جادههای حمل و نقل )مانند شبکهشامل شبکه

های بیولوژیکی های دوستی( و شبکههای اجتماعی )مانند شبکه(، شبکهتیلفونهای انترنت و شبکه

های عصبی( هستند که تنها به چند نمونه های غذایی، سیستمهای تعامل پروتین، زنجیرهشبکه)مانند 

ها رأسهایی از ست تشخیصترین مسائل در علم شبکه و نظریه گراف یکی از بنیادی اشاره شده است.

سیاری از ب مترادف هایاساسی ناممسائل است که بیشتر به یکدیگر متصل هستند تا به بقیه گراف. این 

 .دارد جامعه تشخیصگراف و  کلسترسازیبندی گراف، جمله تقسیم

 یهانهیدر زم یای وسیعمرتبط، کاربردها یهارأسمتشکل از  یهاکلسترگراف به  کی یبندمیتقس

 رایاست، ز دیمف اریبس یکیولوژیب یهامرتبط در شبکه یهاجن تشخیصروش در  نیمختلف دارد. ا

در پردازش  ن،یکمک کند. همچن یکیولوژیب یرهایو مس ینجاز تعاملات  یبه درک بهتر  تواندیم

تطابق  ریموجود در تصو اءیکه با اش ییهابه بخش ریتصاو یبندمیتقس ،یوتر یکامپ یینایو ب ریتصو

و  یساختار اجتماع تشخیص یروش برا نیا ،یاجتماع یهاشبکه لیدارند، کاربرد دارد. در تحل

 ییهابخش هب مسأله کی میمحاسبات، تقس نهی. در زمشودیکاربران استفاده م انیو ارتباطات مها پگرو 

 یهاستمیعملکرد س یساز نهیپردازش شوند، در به یبه طور مؤثرتر به صورت مواز  توانندیکه م

و انواع مختلف  ینواح تشخیص ،طبابتدر  ن،یدارد. همچن یادیز تیاهم شدهعیو توز یمحاسبات

 تشخیص درروش  نیا ت،ی. در نهاکندیو بهتر کمک م ترقیدق صیبه تشخ MRI یهابافت در اسکن

 یر یبه جلوگ تواندیکاربرد دارد و م یو مال صحی یهادر شبکه یتقلب یهاتیو فعال یرعادیغ یرفتارها

ابزار  گراف کلسترسازیه ک دهندیکاربردها نشان م نیکمک کند. ا یمشکوک و تقلب یهاتیاز فعال

 .است مختلف یهادیتاو کشف الگوها در  دهیچیپ یساختارها لیتحل یبرا یقدرتمند

 بعُدبسیار غنی از نظر ریاضی است و از  مسألهگراف یک  کلسترسازیاش، وسیع علاوه بر کاربردهای

و  متخصصین احصاییهدانان، دانشمندان کامپیوتر، دانان، فزیکتوسط ریاضی وسیعنظری به طور 

انداز و چشم بسیارهای مختلف علمی مورد مطالعه قرار گرفته است. با وجود نتایج کارشناسان از حوزه

 برانگیز باقی مانده است.گراف همچنان یک مشکل چالش کلسترسازیهای موجود، خنیکوسیع ت
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سازی ترکیبی بهینه مسألهک گراف به عنوان ی کلسترسازیاهداف این تحقیق به بررسی جامع و تحلیلی 

گراف و درک  کلسترسازیهای به دنبال ارزیابی پیچیدگی محاسباتی الگوریتم تحقیقپردازد. این می

های عمیق رابطه میان اهداف چند کلستری و اهداف مبتنی بر مودولاریتی است. همچنین، محدودیت

شود تا نتایج قرار گرفته و تلاش می بررسیها مورد گراف کلسترسازیروش مودولاریتی در فرآیند 

ها شناسایی و تفسیر شوند. هدف نهایی، ارائه دیدگاهی روشن و گراف کلسترسازیمعادل در 

 .سازی در این حوزه استهای بهینهها و فرصتساختارمند از چالش

 وند:شمیی اصلی به شرح زیر مطرح هابا توجه به اهداف این تحقیق، پرسش

 شود؟یمطرح م یبیترک یساز نهیمسالٔه به کیگراف چگونه به عنوان  کلسترسازی. 1

 شود؟یم یابیگراف چگونه ارز کلسترسازی یهاتمیالگور یمحاسبات یدگیچیپ. 2

 ست؟یچ یتیبر مودولار یو اهداف مبتن یاهداف چند کلستر  انیرابطه م. ۳

 ؟ندهاهامها کداگراف کلسترسازیدر  یتیمودولار یهاتیمحدود. 4

 شوند؟یم ریها چه هستند و چگونه تفسگراف کلسترسازیمعادل در  جینتا 5

 روش تحقیق
؛ که به تحلیل و ترکیب دیتاهای کیفی از مطالعات مختلف تمرکز دارد باشدمی کیفی این تحقیق مروری

مانند گوگل سکالر، اسکاپسَ، پاپمیت و غیره با  ؛ی انترنتیهابرای انجام این تحقیق اولاً بعضی سایت

گی پیچیده جامعه، تشخیص ،سازیبهینه گراف، کلسترسازی همچو استفاده از کلمات کلیدی

ی که ارتباط نزدیک با عنوان این تحقیق هاجستجو گردیده، مقالات و کتاب شبکهتحلیل  محاسباتی و

برداشته شده از این  ها و معلوماتر گرفتند. یاداشتداشتند انتخاب و به دقت مورد غور و بررسی قرا

 قرار گرفته است.استفاده مورد ، در تکمیل این تحقیق باشدکه به صورت کیفی می هامقالات و کتاب
 های تحقیقیافته

 گراف کلسترسازیاصول 
. در این گراف است (Net-science) ساینس-نیت متصل ترین مؤلفه گرافتصویری از بزرگ 1شکل  

در  گی مشترک()نویسنده گیهنویسندهم دهندهنشان اضلاعو  اکادمیکمحققان  دهندهها نشانرأس

ها در اینجا یکی به رنگ آبی و دیگری به رأسدو ست از  هستند. ساینس باره شبکه یک مقاله در

توان به راحتی حدس زد که ست سرخ نظر اند. بدون نیاز به علم ریاضی، میرنگ سرخ برجسته شده

های آبی که به صورت رأسبه ست آبی بیشتر احتمال دارد تا به عنوان یک "جامعه" در نظر گرفته شود. 

دیگر دارند، در حالی بوده و ارتباطات کمی با یک راکندهاند، در سرتاسر گراف پتصادفی انتخاب شده
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های رأسهای سرخ به وضوح به هم متصل اند و عمدتاً از بقیه گراف جدا هستند. در واقع، رأسکه 

 گر یک جامعه از محققان اکادمیک همکار هستند. سرخ نمایان

 
 (Newman’s Net-science) ساینس نیومن-نیت در گراف هارأساز  ست: دو 1شکل 

کند، در حالی که جامعه را تجسم مییک ساختار  سرخ ست نمایش داده شده است.

 (Abbe, 2018) گونه نیستآبی این ست

ی هابه طریق ؛ اماندکمیگراف ما را به شکل شهودی کمک  برای درک کلسترسازی 1اگرچه شکل 

تر های که در دنیای واقعی هستند معمولاً بسیار بزرگسازی شده است. گرافمختلفی بیش از حد ساده

دهد، همراه نیستند. علاوه بر اند و با یک طرح دو بعدی ساده که ساختار جامعه را به وضوح نشان می

؛ کندعمل می بهتر از ست آبی به عنوان یک جامعه 1این، هرچند واضح است که ست سرخ در شکل 

بندی یک گراف به جوامع را برای یک کاربرد خاص در عمل فهمیدن این که چگونه بهترین تقسیم اما

 برانگیز است.پیدا کنیم، بسیار چالش

 جامعهیک تعریف 
های مختلف مورد مطالعه قرار گرفته است و توافق در رشته وسیعگراف به طور  کلسترسازی 

چندین نقل قول درباره تعریف  در ذیلهای بنیادی یک جامعه گراف وجود دارد. رباره ویژگیدمیعمو 

که از مقالات معتبر در این زمینه گرفته شده است. تمام این توضیحات  یمکنست میییک جامعه را ل

که نمایانگر ساختار جامعه است، در حالی  1در شکل  سرخ ستتوانند برای درک بهتر اینکه چرا می

 گونه نیست، به کار روند.آبی این ست
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شود که ارتباطات بیشتری بین در نظر گرفته می ها رأسای از ستیک جامعه اغلب به عنوان  -

 .(Puleo & Milenkovic, 2015)دارد  وجود اعضای آن نسبت به بقیه شبکه

 اضلاعرا بر عهده دارد و ساختار  کلسترهاگراف به  یهارأسبندی پ گراف وظیفه گرو  کلسترسازی -

و نسبتاً تعداد کمی  کلستردرون هر  عضلا اکه باید تعداد زیادی گیرد در نظر میای گراف را به گونه

 .(Hou et al., 2016)وجود داشته باشد  کلسترهابین 

است که به طور نسبی به  هارأساز  پشامل گرو شود، یک ساختار که به آن جامعه گفته می -

اند ی متراکم دیگر در شبکه به صورت پراکنده متصلهاپیکدیگر متصل هستند اما به گرو 

(Bhattacharya & De, 2008). 

هستند که احتمال بیشتری برای اتصال به  یهارأساز  ییهاپمعمولاً گرو  کلسترهاها یا جامعه -

 ی دیگر دارند، هرچند الگوهای دیگری نیز ممکن استهاپیکدیگر نسبت به اعضای گرو 

(Asteris et al., 2016). 

یک گراف به  هارأسگراف شامل تقسیم  کلسترسازیترین وظیفه تشخیص جامعه یا اساسی -

 .(Yang & Leskovec, 2015) تری به هم متصل هستندکه به طور متراکمیی است کلسترها

فرعی های ست تشخیصگراف  کلسترسازیبندی گراف و های تقسیمنیکختهدف به طور کلی،  -

 .(Andersen et al., 2006)خارجی کم است  اضلاعداخلی زیاد و  اضلاعبا  هارأس

 کنند:گراف را برجسته می کلسترسازیها دو راهنمای اساسی برای قولاین نقل

درون یک  هایرأسبین  عضلا اداخلی بالایی داشته باشند، یعنی تعداد زیادی  کثافتجوامع باید  .1

 جامعه وجود داشته باشد.

که یک  عضلا اای داشته باشند، یعنی نباید تعداد زیادی جوامع باید اتصالات خارجی پراکنده .2

 جامعه را به بقیه گراف متصل کند وجود داشته باشد.

گراف به نوعی بر این دو هدف )که اغلب متضاد هستند( تکیه  کلسترسازی درتقریباً هر رویکردی 

 اضلاعی را که هایرأسداخلی بالاتر، ممکن است لازم شود  کثافتیی با کلسترهادارد. برای یافتن 

حذف کنیم. هرچه ما از یک جامعه بخواهیم را زیادی دارند اما شاید برای یک جامعه کافی نباشند، 

خود منجر به افزایش  ت. این به نوبشدخواهیم  هارأستر باشد، بیشتر مجبور به حذف اینگونه متراکم

بین جوامع اجتناب  اضلاعگی از ه شود. از سوی دیگر، اگر بخواهیم به سادمی بین جوامع اضلاعتعداد 

اهمیت و در کاربردها ، این از نظر ریاضی بیاماقرار دهیم.  کلستررا در یک  هارأستوانیم همه کنیم، می
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داخلی و پراکندگی  کثافتغیرمفید خواهد بود. بنابراین، درک چگونگی ایجاد تعادل صحیح بین 

 گراف است. کلسترسازیترین تصمیمات در جی یکی از اساسیخار 

 سازی ترکیبیگراف به عنوان بهینه کلسترسازی
شویم. به عبارت سازی ترکیبی نزدیک میگراف از طریق استراتژی مشترک بهینه کلسترسازیما به  

گسسته از یک گراف  کلستربا معرفی یک تابع هدف که یک امتیاز عددی به هر  مسألهدیگر، این 

جامعه را  یک کند که چقدر خوب ساختارگیری میشود و اندازهمی فورمول بندیدهد، اختصاص می

بندی گراف را ی ممکن، بهترین تقسیمهاکلسترتابع هدف بر روی تمام  زیساکند. بهینهتجسم می

 𝐺بندی یک گراف تقسیمهای گرداند. به عنوان مثال، یکی از راهنسبت به یک معیار مشخص بازمی

، که به آن تابع هدف مینیمم می سازد را 𝑓است که تابع  𝑆 یهارأسای از ست تشخیصبه دو بخش، 

 :(Yu & Ding, 2010) شودنرمال شده گفته می قطع

𝑓(𝑆) =
 S تعداد اضلاع خارج شده از 

S تعداد اضلاع سرحدی در
+

 S تعداد اضلاع خارج شده از 

تعداد اضلاع سرحدی که در S نیستند
(1) 

کند که هر دو در اندازه تولید میرا ( 𝑆خارج از  هایرأسو  𝑆در  هایرأس) کلستردو  𝑓کردن  مینیمم

طور فورمول بندی شده است که  (1) رابطهبا یکدیگر دارند.  ضلعهستند و تعداد کمی  مقایسهغیرقابل 

خارج  اضلاع"تعداد  ساختن شاملبا . هددمیسوقت  اضلاع الاترداخلی ب کثافت را به سوی کلسترها

با بقیه گراف دارد،  ضلعکند که خروجی بهینه تعداد کمی های کسری تضمین می" در صورت𝑆شده از 

را  𝑆𝑏و  سرخ هایرأس سترا  𝑆𝑟 ، اگر1شود. با نگاهی به شکل یعنی پراکندگی خارجی تشویق می

𝑓(𝑆𝑟)دهد که ، یک محاسبه سریع نشان می فرض کنیمآبی  هایرأسبه عنوان   ≈ و   0.0119 

𝑓(𝑆𝑏)  ≈ است، با  𝑆𝑏بسیار کمتر از امتیاز  𝑆𝑟نرمال شده  قطع. واقعیت این که امتیاز 1.0319 

 نیست. 𝑆𝑏و  بودهخوب  کلستریک  𝑆𝑟شهود ما مطابقت دارد که 

 گراف کلسترسازیهای مرتبط برای استراتژی
گراف نیست. فورتوناتو و هریک  کلسترسازیسازی یک تابع هدف تنها استراتژی موجود برای بهینه 

(Fortuato & Hric, 2016) سازی را در نظرسنجی خود درباره های بهینهنمای کلی از روش

و  یاستنباطاحصاییه های ها نمای کلی از روش. علاوه بر این، آندادندگراف ارائه  کلسترسازی

وجود یک توزیع  یاستنباطاحصاییه های . به طور خلاصه، روشدادندرا نیز ارائه  یهای دینامیکروش

یک گراف معادل است با استنباط  کلسترسازیکنند. با ساختار جامعه فرض می را هازیرین از گراف

حداکثر به ای که احتمال مشاهده گراف داده شده را کلستروزیع و یادگیری تخصیص پارامترهای ت
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 پروسهتکیه دارند که یک  مفکورهگراف بر این  کلسترسازیبرای  یهای دینامیک. روشرساندمی

 کلسترروی تصادفی یا نوع دیگری از انتشار، زمانی که با یک در شبکه، مانند یک پیاده یدینامیک

رو تر، اگر یک پیادهواضحشود، در محل خود باقی خواهد ماند. به طور متصل به هم مواجه می

به ، وند، مقابل شود شمیی که توسط اضلاع به شکل اتفاقی تعقیب هارأس در یک گراف با تصادفی

طولانی در رو برای مدت جوامع گرفتار خواهد شد. ما انتظار داریم که پیادهآن در داخل زیاد احتمال 

خارجی  ضلعکه یکی از )چند(  ، قبل از ایننماید گردش کلستراتصالات داخلی یک  بسیار از اطراف

شود، به این صورت گرفتار می یدینامیک پروسهفرار کند. زمانی که یک  کلستررا دنبال کرده و از 

 جوامع است. تشخیصهای یکی از راهمشاهده 

دهد. با این گراف را تشکیل می کلسترسازیمتفاوت از تفکر درباره ای هر یک از این رویکردها، شیوه

ها به هیچ وجه متناقض یا متعارض نیستند، بلکه در واقع از نظر بنیادی به یکدیگر نزدیک حال، آن

های طیفی توابع هدف که ممکن ها به طور نزدیکی به آرامشهای تصادفی در گرافرویهستند. پیاده

های مبتنی . علاوه بر این، بسیاری از روش(Lu, 2002) سازی کنید، مرتبط هستندبهینهاست بخواهید 

 Wang) های قوی نسبت به اهدافی مانند هدایت دارندکنند که تضمینیی را تولید میکلسترهابر انتشار 

et al., 2017)بلوک تصادفی  مودلای بین تخصیص جوامع بر اساس . همچنین معادلات شناخته شده

(Abbe, 2018).  کننده قطعگراف مانند  کلسترسازی( و اهداف رایج یاستنباط هاحصایی)روشی مبتنی بر

. در نهایت، نشان داده شده است که (Neewman, 2016) وجود دارد مدولاریتی مکزیممو  حداقل

ارتباطات قوی با  ی استدینامیک که یک روش Personalized PageRankبا استفاده از  کلسترسازی

 . این نتایج تنها(Kloumann et al., 2017)بلوک تصادفی دارد  مودلاستنباط ساختار جامعه بر اساس 

سازی و سایر رویکردهای موجود های مبتنی بر بهینهای از ارتباطات عمیق موجود بین روشنمونه

 هستند.

 ها و پیچیدگی محاسباتیالگوریتم
واقعی جوامع است. با توجه به یک تابع هدف،  تشخیصدر  قدمتعریف ساختار جامعه تنها اولین  

توسعه الگوریتم و بنابراین سازی آن است. های معقول برای بهینهنیکخحیاتی بعدی توسعه ت قدم

 گراف هستند. کلسترسازیمطالعه پیچیدگی محاسباتی اجزای کلیدی در تحقیق 

شناخته  NP-hardاند، به عنوان گراف که معرفی و تحلیل شده کلسترسازیبیشتر توابع هدف برای 

 کلسترسازیها در عمل غیرممکن است. تمرکز اصلی در سازی دقیق آنشوند، به این معنی که بهینهمی

توانند شوند و میجوامع است که به سرعت اجرا می تشخیصهای کارآمد برای گراف توسعه الگوریتم
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ها برای الگوریتمکنند. بسیاری از این  تشخیصوری و عمل یمعناداری را در ت کلسترسازیساختار 

به منظور بهبود امتیاز معمولاً با انجام حرکات محلی که اند، سازی یک تابع خاص طراحی شدهبهینه

ها معمولاً هیچ تضمینی برای کیفیت تقریبی نیکخ. با این حال، این تنندکمیسازی کلستر تابع هدف 

دهند و ممکن است در بدترین حالت عملکرد ضعیفی داشته باشند. رویکردی هدف ارائه نمیتابع 

است. این  NP-hardهای تقریبی کارآمد برای اهداف گراف توسعه الگوریتم کلسترسازیتر برای دقیق

ثبات نزدیک کنند که به طور قابل اای را تولید میکلستر شوند و اجرا می پولینومییها در زمان الگوریتم

های تقریبی در زمینه علوم کامپیوتر به طور حل بهینه در یک عامل ضربی خاص است. الگوریتمبه راه

گراف  کلسترسازیای برای بسیاری از اهداف شدههای شناختهشوند و الگوریتمای مطالعه میوسیع

 وجود دارد.

ن شامل اثبات نتایج نظری درباره گراف خاص همچنی کلسترسازی مسألهدرک پیچیدگی محاسباتی یک 

های بنیادی مرتبط با حل یا تقریب یک تابع هدف است. واقعیت این است که بیشتر اهداف محدودیت

های شناخته شده برای حل بهینه این دهد که تنها الگوریتمنشان میو هستند  NP-hard کلسترسازی

تری از پیچیدگی محاسباتی وجود دارد که دقیقشوند. همچنین مفاهیم اهداف در زمان نمایی اجرا می

برانگیز ها چالشها برای نشان دادن اینکه حتی به دست آوردن انواع خاصی از تقریبتوان از آنمی

 است، استفاده کرد. جزئیات بیشتری را در فصل بعد ارائه خواهیم داد.

 هاکنندهقطعها و گراف
𝐺، ما از مقاله ایندر   = (𝑉, 𝐸)   طوریکهبرای نشان دادن یک گراف بدون وزن و بدون جهت𝑛 =

|𝑉|  و  هارأس𝑚 = |𝐸|    کنیم که فرض می همچناناستفاده خواهیم کرد.  هد،دمیاضلاع را نشان

∋ 𝑣 رأسگیریم. درجه یک های متصل را در نظر میها حلقه ندارند و با چند استثنا تنها گرافگراف

 𝑉   بر روی  )وابسته( حادث اضلاعتعداد𝑣  هب کهاست 𝑑𝑣 مجزا از  ستشود. برای دو نشان داده می

, 𝑆 یهارأس 𝑇 ⊆  𝑉 ،𝑐𝑢𝑡(𝑆, 𝑇)  از  ستاست. برای هر  هابین آن اضلاع تعداد  نشان دهنده

⊇ 𝑆 یهارأس  𝑉 ما ،𝑆̅  =  𝑉\𝑆  کنیم و آن تعریف می همکمل سترا به عنوان𝐸𝑆  ⊂  𝐸  نشان

 :ذیل نیز صحت است یهارابطهاست. همچنین  Sالقایی فرعی در گراف  اضلاع ست دهنده

cut(𝑆) = cut(𝑆, 𝑆‾)

vol(𝑆) = ∑  

𝑣∈𝑆

 𝑑𝑣

density(𝑆) =
|𝐸𝑆|

(|𝑆|
2

)

(2) 
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𝑣منفرد  رأسبرای یک  ∈ 𝑉  ،density(𝑣) = 𝑆 ستگیریم. از آنجا که هر را در نظر می 1 ⊂

𝑉  شود، ما اغلب به یک می تشخیصبین خود و بقیه گراف  اضلاعای از ستبه طور منحصر به فرد با

 در یک گراف اشاره خواهیم کرد. (𝑐𝑢𝑡)کننده قطعبه عنوان یک  هارأساز  ست

 گرافکلسترسازی 
با  کلسترسازی، برای ما در این مقالهکنیم. گراف استفاده میدر  کلستربرای نشان دادن یک  𝒞ما از  

𝒞است، یعنی  معادل هارأستقسیم  = {𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘}  یک𝑘 − 𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟𝑖𝑛𝑔  است اگر

𝑆𝑖 ∩ 𝑆𝑗 = 𝑖برای هر  ∅ ≠ 𝑗  و⋃𝑖=1
𝑘  𝑆𝑖 = 𝑉  کلسترباشد. ما یک  𝒞 از یک شبکه را با استفاده

𝛿𝒞 کلسترسازی شاخصاز یک تابع  = (𝛿𝑖𝑗
𝒞  کنیم.کدگذاری می (

𝛿𝑖𝑗
𝒞 = {

1 یهارأساگر  𝑖 و 𝑗 در یک کلستر باشند    

0 یهارأساگر  𝑖 و 𝑗 در یک کلستر نباشند   
(3) 

𝐱𝒞 هامتحول سترا با استفاده از  هاکلستر ما همچنین = (𝑥𝑖𝑗
𝒞 𝑥𝑖𝑗کنیم که در آن کدگذاری می  (

𝒞 =

1 − 𝛿𝑖𝑗
𝒞 رأسفاصله باینری بین دو  نشان دهنده 𝑖   و𝑗 است)  𝑖  و𝑗  دارند اگر جدا از هم  1فاصله

برای گراف  کلسترسازی، این مقالهدر  ).دارند 0فاصله  در غیر این صورت شده باشند و کلسترسازی

:𝑓سازی یک تابع هدف بهینه حل ℭ → ℝ شود، جایی که مطرح میℭ ای از ست نشان دهنده

𝒞 کلستراست. برای هر  درست )معتبر( یهاکلستر ∈ ℭ  تابع ،𝑓  یعنی هدف از تابع یک امتیاز 

𝑓(𝒞) ∈ ℝ  که چقدر خوب  دهد که معیاری از اینخروجی میرا𝒞 کندساختار جامعه را تجسم می، 

 دهد.ارائه می

 جامعه تشخیصبندی و ، تقسیمکلسترسازی
بخش مفاهیم اساسی به بندی گراف همه در جامعه و تقسیم تشخیصگراف،  کلسترسازیاصطلاحات  

ای که پیوستههمبه هایرأسو جامعه معمولاً به طور متناوب برای اشاره به  کلستری هاکلمه کار رفتند.

شوند. بر اساس استانداردهای موجود در طور ضعیف به بقیه گراف متصل هستند، استفاده میتنها به

استفاده  مترادف به شکلگراف  کلسترسازیجامعه و  تشخیصاز اصطلاحات  مقالهادبیات، ما در این 

در چندین  ؛ اماجامعه است تشخیصو  کلسترسازینیز مشابه به  بندی گرافتقسیمهر چند رد. خواهیم ک

تر برجسته ها را قبل از تعاریف رسمیشود. ما این تفاوتجنبه کلیدی از این اصطلاحات متمایز می

 کنیم.می

، جایی که (Christian, 2013)شود بندی گراف معمولاً در زمینه محاسبات موازی ارائه میتقسیم

را نشان  هادیتانوعی وابستگی  اضلاعوظایف محاسباتی هستند و  نشان دهندهدر یک گراف  ها رأس
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د، مفید است که وظایف را نبرای انجام کار وجود داشته باش پروسسر 𝑘دهند. در این حالت، اگر می

حداقل شود. برای اینکه کار  هاپروسسرای که ارتباط بین تقسیم کنیم به گونه کلستر 𝑘به طور دقیق به 

هایی با اندازه تقریباً یکسان تقسیم کنیم. را به بلوک ها رأسمتعادل باشد، مهم است که  پروسسر 𝑘بین 

کند و یک قید را برای تشکیل مشخص میکلستر  𝑘بندی گراف تعداد مطابق با این مثال، بیشتر تقسیم

 ,Fortuato & Hric)، (Schulz et al., 2016) را شامل می سازد کلسترهای تعادل بر روی اندازه

است که قید تعادل را برآورده کند و تعداد  کلسترسازیطریقه برای  𝑘یافتن  اینجا هدفپس . (2016

بندی گراف را حداقل کند. با توجه به تأکید بر حداقل کردن ارتباطات، تقسیم کلسترهابین  اضلاع

 دهد.داخلی می کثافتمعمولاً اولویت بیشتری بر پراکندگی خارجی نسبت به 

جامعه در  تشخیصگراف و  یکلسترساز بندی گراف گاهی با کاربردهای تقسیمطراحی شده اهداف 

های بیولوژیکی یا اجتماعی(، فرض های دنیای واقعی )مانند شبکهتضاد است. در بسیاری از شبکه

وجود دارد، مفید نیست. علاوه بر این، ممکن است جوامع طبیعی در  کلسترهااینکه تعداد ثابتی از 

بندی گراف معمولاً با کاربردهایی در تقسیم، دلایلگراف از نظر اندازه متفاوت باشند. به همین 

 ,.Asteris et al) های پراکندهسک، ضرب متری(Andersen et al., 2006) محاسبات با کارایی بالا

مرتبط است. در بسیاری از این کاربردها، گراف دارای  𝑉𝑆𝐿𝐼 (Bader et al., 2013)و طراحی  (2016

های پیچیده و چندبعدی که معمولاً هدف مطالعه در ساختار هندسی بسیار خاص است که با شبکه

 گراف هستند، متفاوت است. کلسترسازی

 Chierichetti) هاسرویبندی گراف در تعدادی از گراف و تقسیم کلسترسازیهای ظریف بین تفاوت

et al., 2014)  هاتیزسو (Christian, 2013)  به تفصیل مورد بحث قرار گرفته است. با وجود این

جامعه  تشخیصبندی گراف و ابزارهای های تقسیمنیکخبین ت نقاط مشترکهای موجود، تفاوت

 ،(Bader et al., 2013) شوندطور مشترک ارائه و مطالعه میدر ادبیات به اغلبوجود دارد و مسائل 

(Newman, 2013) (Wang et al., 2015)، (Zhou et al., 2017)، (Schulz et al., 2016) اگرچه .

طور مستقیم به بسیاری از نتایج به ؛ اماجامعه تمرکز داریم تشخیصگراف و  کلسترسازیما عمدتاً بر 

 بندی گراف نیز قابل اعمال خواهند بود.تقسیم

 اصطلاحات پیچیدگی محاسباتی
طور خلاصه اصطلاحات استاندارد در سازی، بهگراف مبتنی بر بهینه کلسترسازیبا توجه به تأکید ما بر  

گیری، تصمیم مسألهکنیم. یک های تقریبی و نتایج برای مسائل محاسباتی را مرور میمورد الگوریتم

گیری برای هر تصمیم بخشخیر نیاز دارد. نیا  یمحاسباتی است که تنها به یک پاسخ بل مسألهیک 
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کدام  ،𝛽  پرسد که آیا برای یک امتیاز هدف ثابتسازی میبهینه گراف مبتنی به کلسترسازی مسأله

است اگر  𝑃 در تصمیم گیری مسألهیک  ؟باشد 𝛽وجود دارد که امتیاز هدف آن کمتر از  𝒞 کلستر

است اگر بتوان آن را در  𝑁𝑃 در تصمیم گیری مسألهای حل کرد. یک بتوان آن را در زمان چندجمله

امتیاز  𝒞 کلستر، آیا  𝛽و یک امتیاز  𝒞 کلسترای بررسی کرد، یعنی با توجه به یک زمان چندجمله

𝑁𝑃 مسألهدارد؟ یک 𝛽  کمتری از − ℎ𝑎𝑟𝑑  ای درمسألهاست اگر هر 𝑁𝑃  بتواند در زمان

𝑁𝑃 ای به آن کاهش یابد. مسائلچندجمله − 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒 در هایی هستند که همآن 𝑁𝑃 −

ℎ𝑎𝑟𝑑 و هم در 𝑁𝑃  قرار دارند. 

طور خاص ها را بهها اشاره کنیم. ما اینچندین مفهوم دیگر از پیچیدگی وجود دارد که مفید است به آن

توان برای انواع ای میتغییرات ساده با سازی تعریف خواهیم کرد، هرچندمینیممبرای مسائل 

له، الگوریتمی است که در أ. یک الگوریتم با ضریب ثابت برای یک مسنیز حل کرد سازیمکزیمم

دهد، یک ضریب ثابت از بهینه ارائه می یحلی را در محدودهشود و راهی اجرا مییزمان چندجمله

𝑐که حداکثر  هددمیبه ما حلی را راه 𝑐 تقریبی سازی، یک الگوریتممینیمم مسألهیعنی برای یک  ⋅

𝑂𝑃𝑇  باشد که در آن𝑂𝑃𝑇 ای امتیاز بهینه است. یک الگوریتم، طرح تقریب زمان چندجمله

(𝑃𝑇𝐴𝑆) شود اگر برای هر نامیده می𝜀 > ای وجود داشته ر زمان چندجملهدمیثابت، الگوریت 0

1)است( که یک تقریب  𝜀باشد )که زمان اجرای آن معمولاً وابسته به  + 𝜀) گرداند. یک را بازمی

𝐴𝑃𝑋 مسأله − ℎ𝑎𝑟𝑑 شود اگر یک ثابت گفته می𝑐 > 𝑁𝑃 وجود داشته باشد به طوری که 1 −

ℎ𝑎𝑟𝑑 ازوچکترضریب کدر یک  آن را  𝑐  بنابراین بزندتقریب .𝑃𝑇𝐴𝑆  وجود ندارد مگر اینکه𝑃 =

𝑁𝑃کامپیوتر است که توسط  در علم برانگیز و بازهای منحصر به فرد یک مشکل چالش. فرضیه بازی

𝑁𝑃مطرح شده و مربوط به  خوت  − 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒  های منحصر به فرد است. یک از مسائل بازی

𝑈𝐺 مسأله − ℎ𝑎𝑟𝑑  شود اگر گفته می𝑁𝑃 − ℎ𝑎𝑟𝑑  های باشد، با فرض اینکه فرضیه بازی

 منحصر به فرد صحیح باشد.

 گراف کلسترسازیتوابع هدف 
اند. در اینجا سه طور کامل تحلیل شدهمعرفی و به گراف کلسترسازیدر بخش  هدف متعددی توابع 

داخلی  کثافتگیریم، که هر یک تعادل متفاوتی بین در نظر میآن  یهابا مثال دسته از توابع هدف را 

 کند.شده برقرار میهای تشکیلکلستر و پراکندگی خارجی 
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 به اندازه کنندهقطعاهداف نسبت 
𝑆 ستگیری ساختار اجتماعی یک طور خاص برای اندازهبسیاری از توابع هدف به  ⊂ 𝑉  به اساس

𝑆کننده قطعپراکندگی یک . اندتعریف شدهو اندازه ست  cut(𝑆)نسبت بین  ⊂ 𝑉 صورت زیر به

 شود:تعریف می

scut(𝑆) =
cut(𝑆)

|𝑆|
+

cut(𝑆‾)

|𝑆‾|
= 𝑛 ⋅

cut(𝑆)

|𝑆||𝑆‾|
(4) 

شود و این یک پراکندگی شناخته میکمکننده قطع مسالهبا حداقل پراکندگی به عنوان  𝑆 ستیافتن 

-UGطور خاص است، بلکه به NP-hard یک مسالهمحبوب در علم کامپیوتر است. نه تنها این  مساله

hard  است که بتوان آن را در هر عامل ثابتی تقریب زدنیز (Chawla et al., 2015)ها، . برای سال

ارائه شد. بعداً این  Raoو  Leightonبود که توسط  𝑂(log 𝑛)شده بهترین نسبت تقریب شناخته

شده بهبود تعریفنیمه کردن یک برنامه گردبا  (Arora et al., 2009)توسط  𝑂(√log 𝑛)نسبت به 

بین  اضلاعای از هدف کار کنیم که تعداد کل بندی شدهتر است که با نسخه مقیاسیافت. اغلب راحت

𝑆  و𝑆‾  یعنی(cut(𝑆) )یعنی  ستبین دو  اضلاعگیری کرده و بر حداکثر تعداد ممکن را اندازه(

|𝑆||𝑆‾| )بندی شده تقسیم کنیم. ما به این مقدار به عنوان پراکندگی مقیاس𝑆 کنیم که آن را اشاره می

 دهیم:به صورت زیر نشان می

sscut(𝑆) =
cut(𝑆)

|𝑆||𝑆‾|
=

1

𝑛
scut(𝑆) (5) 

 ستپراکندگی مرتبط هستند. گسترش یک کمکننده قطعطور نزدیک با تعدادی دیگر از اهداف به

 شود:می صورت زیر تعریفبه

expan(𝑆) =
cut(𝑆)

min{|𝑆|, |𝑆‾|}
(6) 

، مسایلدرجه این  و وزن دارای هایشود. نسخهطور مکرر مطالعه میاز منظر پیچیدگی محاسباتی به که

 شوند:ترتیب به صورت زیر تعریف میهستند که به شده هدایت امتیازشده و رمالو نکننده قطع

ncut(𝑆)  =
cut(𝑆)

vol(𝑆)
+

cut(𝑆‾)

vol(𝑆‾)
(7)

cond(𝑆)  =
cut(𝑆)

min{vol(𝑆), vol(𝑆‾)}
(8)

 

، در حالی (Christian, 2013) بندی تصویر معرفی شدقطعهدر زمینه  توسط شولز شدهنرمالکننده قطع

 Kloumann et) شودجامعه شناخته می تشخیصترین اهداف برای که هدایت به عنوان یکی از رایج
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al., 2017)های شوند. برای گراف. از منظر نظری، همه این اهداف تقریباً یکسان در نظر گرفته می

کننده قطعمنظم، هدایت و گسترش تا یک عامل مضرب ثابت یکسان هستند، همانطور که دار و درجه 

 هستند.شده نرمالکننده قطعپراکندگی و کم

 یکلستر رابطه با اهداف چند 
 هنوز ؛ امااند تعریف شده 𝑆واحد  ستطور خاص برای یک  بهکه در فوق ذکر شد چه اهداف  اگر 

 𝑆یک جامعه واحد  تشخیصوند، زیرا شمیجهانی در نظر گرفته  کلسترسازیعنوان اهداف  به هم

𝒞دوگانه از شبکه است:  کلسترمعادل تشکیل یک  = {𝑆, 𝑆‾}. ای از این کلستر  های چندتعمیم

شده را نرمالکننده قطع امتیاز شولزعنوان مثال، زمانی که اهداف نیز مورد بررسی قرار گرفته است. به

𝑘ی ی، نسخهکردمعرفی  − 𝑤𝑎𝑦 دادارائه  نیز از هدف را (Christian, 2013). 

ncut𝑘(𝒞) =
cut(𝑆1, 𝑆‾1)

vol(𝑆1)
+

cut(𝑆2, 𝑆‾2)

vol(𝑆2)
+ ⋯ +

cut(𝑆𝑘, 𝑆‾𝑘)

vol(𝑆𝑘)
(9) 

𝒞 کلستر  𝑘برای یک  = {𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑘} 

 یدولاریتو اهداف مبتنی بر م
 نیومن و گیرون است یدولاریتو جامعه، نمره م تشخیصترین هدف برای توجهی، رایجطور قابلبه 

(Newman, 2013)بالا است اگر  یدولاریتو دارای م کلسترشود که یک طور شهودی، گفته می. به

رود داشته باشند. طور تصادفی انتظار میبالاتری نسبت به آنچه که به اضلاعداخلی  کثافت هاکلستر

شود که احتمال شده تعریف میخنثی از پیش مشخص مودلتصادفی بودن در این زمینه توسط یک 

𝑃𝑖𝑗  ی هارأسبین  ضلعوجود یک𝑖  و𝑗 کلستریک  یدولاریتو طور رسمی، مکند. بهرا تعیین می 𝐶 

 شود:صورت زیر تعریف میبه

mod(𝒞) =
1

2𝑚
∑  

𝑛

𝑖=1

 ∑  

𝑛

𝑗=1

 (𝐴𝑖𝑗 − 𝑃𝑖𝑗)𝛿𝑖𝑗
𝒞 (10) 

مورد بررسی قرار گرفته است.  یدولاریتو خنثی م مودلهای مختلف برای تعدادی از انتخاب

𝑃𝑖𝑗برابر با  ضلعگراف تصادفی برنولی است که در آن انتظار وجود یک  مودلترین آن ابتدایی = 𝑝 

𝑝از  بعضیبرای  ∈ 𝑖 یهارأسی هاجورهو برای همه  (0,1) ≠ 𝑗  است. با این حال، رویکرد بسیار

𝑃𝑖𝑗است که با تنظیم  (Fan, 2009)لو -چونگ-فنخنثی  مودلتر استفاده از محبوب =

𝑑𝑖𝑑𝑗/(2𝑚)  مورد انتظار برابر با  اضلاعکند که تعداد دل تضمین میو ود. انتخاب این مشمیتعریف

𝑖≠𝑗∑، زیرا است 𝐺شده  واقعی در گراف مشاهده اضلاعتعداد   𝑃𝑖𝑗 = ∑𝑖≠𝑗  𝐴𝑖𝑗 ،علاوه بر این .
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𝑗≠𝑖∑توان نشان داد که شود. به عبارت دیگر، میتوزیع درجه حفظ می  𝑃𝑖𝑗 = 𝑑𝑖  رأسبرای هر 𝑖 ،

 است. 𝐺در  𝑖 رأسدر گراف تصادفی برابر با درجه  𝑖 رأسبنابراین درجه مورد انتظار 

 یدولاریتو های ممحدودیت
ی وزنی، هاگرفته و انواع مختلفی هدف برای گراف ای مورد استفاده قراروسیعطور به یدولاریتو م 

ی چندلایه و چندین مورد دیگر معرفی شده است. با این حال، با وجود های دو قسمتی، شبکههاگراف

ی تصادفی ممکن است هااست. اول از همه، حتی گرافنیز ، دارای چندین محدودیت وسیعاستفاده 

دهنده ساختار بالا نشان یدولاریتو بالایی را نشان دهند که تشخیص اینکه آیا نمره م یدولاریتو نمرات م

. همچنین مشخص شده است که (Kloumann et al., 2017)کند معنادار است یا خیر را دشوار می

، به این معنی که (Fortuato & Hric, 2016)برد از یک محدودیت ذاتی در دقت رنج می یدولاریتو م

کند، که به اندازه شبکه  تشخیصممکن است نتواند جوامعی را که کوچکتر از اندازه خاصی هستند 

𝑁𝑃برانگیز است. نه تنها هدف  بسیار چالش یدولاریتو مسازی بهینهبستگی دارد. در نهایت،  −

ℎ𝑎𝑟𝑑  است، بلکه دین و همکاران(Dau et al., 2017) زدن آن به یک نشان دادند که حتی تقریب

𝑁𝑃عامل ثابت نیز  − ℎ𝑎𝑟𝑑 معرفی  ابتکاریصورت  های بسیاری بهاست. بنابراین، اگرچه روش

 ی قابل اثباتی برای تقریب ندارند.هاتضمین هایک از آن اند، هیچشده

 تعمیم یافتههای یدولاریتو م
شیشه  مودلانرژی  مینیممی هارا بر اساس یافتن حالت یدولاریتو رایشاردت و بورنهولدت تعمیمی از م 

 ها. برای اهداف ما کافی است که درک کنیم که رویکرد آن(Pan et al., 2015)اسپین معرفی کردند 

 میلتونی زیر است:هاکردن تابع هدف منیممگراف معادل با  کلسترسازیبه 

Hamiltonian(𝒞) = − ∑  

𝑖≠𝑗

  (𝐴𝑖𝑗 − 𝛾𝑃𝑖𝑗)𝛿𝑖𝑗
𝒞 (11) 

𝛾است. زمانی که  کلسترسازیتغییر در یک پارامتر دقت قابل  𝛾که در آن  =  مینیمم، 1

 است. مودولاریتیکردن  ماکزیمممیلتونی معادل با هاکردن

 معرفی کردند کلستررا تحت عنوان ثبات یک  مودولاریتیدلوین و همکاران تعمیم دیگری از 

(Delvenne et al., 2010) چی که یک راهرو تصادفی در یک گراف احتمال این قسمت. ثبات یک

را  هددمیپایان  ای که در آن شروع کرده استکلستر در  𝑡یک راهپیمایی تصادفی به طول وقت به 

تواند برای است که می تغییرنوع دیگری از پارامتر دقت قابل  𝑡ند. طول راهپیمایی کمیگیری  اندازه

، راهرو تصادفی "دورتر" از نقطه 𝑡در یک گراف تغییر کند. با افزایش  کلسترانواع مختلف  تشخیص

پاداش  تر در گراف رای بزرگهاکلستر تشخیصشروع اولیه خود خواهد رفت و هدف تمایل دارد تا 
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میلتونی هاای از ثبات معادل با تابع هدف شده دهد. دلوین و همکاران اثبات کردند که نسخه خطی

 .(Delvenne et al., 2010) ( رایشاردت و بورنهولدت است2.9)

برای غلبه بر هند و راهی دمیرا تعمیم  مودولاریتی( 2.9میلتونی )هاهر دو هدف ثبات و هدف

نند. با این کمی( فراهم tیا  γمحدودیت دقت با اجازه دادن به کاربران برای تنظیم یک پارامتر دقت )

 شده ی شناختههابرانگیز باقی مانده و تمام الگوریتم این اهداف همچنان بسیار چالشسازی بهینهحال، 

 ند.هیچ تضمینی برای تقریب ندار هستند  ابتکاری تا به حال که

 شده کلسترگراف یافته اهداف تغییر
 ضلع مشترکمتصل است که هیچ  یهارأساز  ستییک آل از یک جامعه در یک گراف، تعریف ایده 

𝐺گراف یک با بقیه گراف ندارد.  = (𝑉, 𝐸) ی مجزا تشکیل شده هاطور کامل از کلایک که به

آل از ساختار جامعه، اساس این مفهوم ایدهود. بر شمیشناخته  کلستر ایباشد، به عنوان یک گراف 

را که باید در یک گراف تغییر یابند تا آن را  ییهااضلاعتعداد  کلستر شدهگراف  ییافتهاهداف تغییر

نخستین بار توسط  مسألهکنند. یک نوع از این گیری میتبدیل کنند، اندازه م کلستر ایبه یک گراف 

 ,.Ben-Dor et al) ن مورد مطالعه قرار گرفتژ الگوهای بیان  کلسترسازیدر زمینه  ندور و همکارا-بن

، کلسترصورت رسمی معرفی کردند: تکمیل  و همکاران بعداً سه هدف مرتبط را به . شامیر(1999

 .(Sharma & Singh, 2016) کلسترو حذف  کلسترویرایش 

 تعاریف رسمی
است که باید به یک گراف اضافه شود تا آن را به  ییهااضلاعبه دنبال حداقل تعداد  کلسترتکمیل  

زیرا معادل پیدا  ؛ی حل شودیتواند در زمان چندجملهمی مسألهی تبدیل کند. این کلستریک گراف 

است که  ییهااضلاعبه دنبال حداقل تعداد  کلسترهای متصل در یک گراف است. حذف کردن مؤلفه

ها تبدیل کند. این معادل با پیدا باید از یک گراف حذف شود تا آن را به یک اتحاد مجزا از کلایک

ها بین این کلایک یهااضلاعها کلایک هستند و تعداد کلستراست که در آن تمام  𝒞 کلسترکردن یک 

 شود:صورت زیر نوشته می طور رسمی، هدف به. بهاستحداقل 

min
𝒞

  ∑  

𝑖<𝑗

 𝐴𝑖𝑗(1 − 𝛿𝑖𝑗
𝒞 )

 subject to 𝛿𝑖𝑗
𝒞 = 0 if (𝑖, 𝑗) ∉ 𝐸

(12) 

، در (Ben-Dor et al., 1999) است NP-hardسازی برای بهینه کلسترنتانزون نشان داد که حذف 

اجازه اضافه و  کلسترویرایش  است. APX-hardو همکاران ثابت کردند که در واقع  حالی که شامیر
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طور  است. به NP-completeو همکاران نشان داده شد که  دهد و توسط شامیررا می اضلاعحذف 

 صورت زیر است: رسمی، هدف به

min
𝒞

 ∑  

𝑖<𝑗

 𝐴𝑖𝑗(1 − 𝛿𝑖𝑗
𝒞 ) + (1 − 𝐴𝑖𝑗)𝛿𝑖𝑗

𝒞 (13) 

نشان حذف کلستر برای  در cdel(𝒞)و در ویرایش کلستر  cedit(𝒞)، از  𝒞ثابت  کلستربرای یک 

از مجزای  ستبه یک  𝒞نیم، تا کمیکه باید در گراف تغییر یابند، استفاده  ییهااضلاعدادن تعداد 

 نمرهیک کلایک نباشد، که  𝒞در  کلسترهر  برای، کلسترحذف  درها تبدیل شود. کلایک

cdel(𝒞) =  دهیم.اختصاص میرا  ∞

 پیچیدگیتایج ن
 & Bocker)ارائه شده است  کلسترتعدادی از نتایج پیچیدگی پارامتری برای ویرایش و حذف  

Baumbach, 2013)های پارامتری یک بودجه ثابت . الگوریتم𝑘 گیرند و به دنبال پاسخ را در نظر می

ای کلسترتغییرات به یک گراف  𝑘توان یک گراف را با استفاده از حداکثر خیر برای اینکه آیا مینیا  یبل

طور خاص برای مروری بر نتایج قابلیت دسترسی پارامتر ثابت بهبوکر و بمباچ تبدیل کرد، هستند. 

ای و نتایج سختی برای  جمله ی زمان چندهااند. بسیاری از الگوریتمارائه داده کلسترویرایش 

 .(Boonomo et al., 2015a)نیز ارائه شده است  های خاصی از گرافهاصنف

همبستگی بدون وزن است که ما در بخش بعدی به تفصیل درباره  کلسترسازیمعادل با  کلسترویرایش 

منتقل  کلسترهمبستگی مستقیماً به ویرایش  کلسترسازیآن بحث خواهیم کرد. بنابراین بسیاری از نتایج 

 Charikar et)است  APX-hard سازیبرای بهینه مسألهکه این  هثابت شد به طور خاصوند. شمی

al., 2017)  است  2.06و بهترین عامل تقریب کمی بهتر از(Chawla et al., 2015) کلستر. حذف 

 چاریکار و همکارانهمبستگی دیده شود.  کلسترسازیای محدود شده از  تواند به عنوان نسخه می

( کلسترهمبستگی بدون وزن )یعنی ویرایش  کلسترسازیبرای  4نشان دادند که یک الگوریتم تقریب 

وانزولین و  ود. بعداً،سازگار ش کلستربرای حذف  4تواند برای به دست آوردن یک تقریب می

بندی همبستگی ثابت کردند که مستقیماً کلسترهای محدود شده از برای نسخه ۳یک تقریب  ویلیمسون

 دهد.را نتیجه می کلستربرای حذف  ۳یک تقریب 

 همبستگی کلسترسازیزمینه  شپی
مثبت  ییجورهاست که با روابط  هااز دیتا یهاست کلسترسازیهمبستگی چارچوبی برای  کلسترسازی 

ی هابندی در گرافتقسیم مسألهعنوان یک  معمولاً به مسألهشود. این مشخص می دیتاو منفی بین اشیاء 

شواهدی است که دو  یدهندهمنفی در گراف نشان ضلعشود. در این زمینه، یک می ظاهردار  علامت
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 کلسترباید با هم  رأساین است که دو  یدهندهمثبت نشان ضلعباید از هم جدا شوند و یک  رأس

جا که قطعات فردی شواهد ممکن است با یکدیگر تضاد داشته باشند، هدف یافتن یک شوند. از آن

همبستگی توسط  کلسترسازیاست که تا حد ممکن با شواهد همبستگی داشته باشد.  هایتااز د کلستر

. از آن زمان، ه استبه جامعه نظری علوم کامپیوتر معرفی شد (Bansal et al., 2014) بنسال و همکاران

ی های از منظر نظری مورد مطالعه قرار گرفته و همچنین در تعداد زیادی از برنامهوسیعطور به مسألهاین 

 استفاده شده است. دیتاعلم 

𝐺همبستگی توسط یک گراف  کلسترسازیترین حالت عمومی = (𝑉, 𝑊+, 𝑊−) شود که ارائه می

,𝑖) رأس جورهدر آن هر  𝑗) ∈ 𝑉 × 𝑉 منفی  دارای دو وزن غیر𝑤𝑖𝑗
+ ∈ 𝑊+𝑤𝑖𝑗

− ∈ 𝑊−  است. این

برای  هاهستند. معمولاً، فقط یکی از این وزن 𝑗و  𝑖میزان شباهت و عدم شباهت  یدهندهها نشانوزن

,𝑖) ورههر ج 𝑗)  طور کامل نامشابه  طور کامل مشابه یا به یا به رأس جورهست تا نشان دهد که هر نیصفر

نامشابه از هم  رأسشوند یا دو  کلسترمشابه در کنار هم  رأسافتد که دو هستند. توافق زمانی اتفاق می

نامشابه که در کنار  رأساند یا دو  مشابه که از هم جدا شده رأسدو  یجدا شوند. عدم توافق به وسیله

 شود.تعریف می ،اند شده کلسترهم 

 مینیممکردن وزن توافقات و  ماکزیممهمبستگی وجود دارد:  کلسترسازیدو تابع هدف معمولی برای 

 کلستردر یک  𝑗و  𝑖ی هارأسکردن وزن عدم توافقات. هنگام حداقل کردن عدم توافقات، قرار دادن 

𝑤𝑖𝑗ی به مقدار با جریمه
𝑤𝑖𝑗ی به مقدار جریمه هاهمراه است، در حالی که جدا کردن آن −

دارد.  +

 شود: نوشته( 𝐼𝐿𝑃) )تام( صورت یک برنامه خطی صحیح تواند بهبنابراین، هدف می

minimize ∑  

𝑖<𝑗

 𝑤𝑖𝑗
+𝑥𝑖𝑗 + 𝑤𝑖𝑗

−(1 − 𝑥𝑖𝑗)

subject to 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑥𝑖𝑘 + 𝑥𝑗𝑘  for all 𝑖, 𝑗, 𝑘

 𝑥𝑖𝑗 ∈ {0,1} for all 𝑖, 𝑗

(14) 

𝑥𝑖𝑗"فاصله" است:  دهندهنشان 𝑥𝑖𝑗، بندیدر این فرمول = در کنار  𝑗و  𝑖ی هارأسکه  کندبیان می 0

𝑥𝑖𝑗اند، در حالی که  شده کلسترهم  = اند. شامل  از هم جدا شده هادهنده این است که آننشان 1

𝑥𝑖𝑗)مثلثی  مساویی ناهاکردن محدودیت ≤ 𝑥𝑖𝑘 + 𝑥𝑗𝑘)  کلسترکه خروجی یک  دهدمیاطمینان 

 هارأس ی مربوط به قرار دادنهادر هدف تمام جریمه مجموعهکند. اولین را تعریف می هارأسمعتبر از 

ی هاکلستردر  هارأسی ناشی از قرار دادن هادوم جریمه مجموعهکند و در کنار هم را محاسبه می

همبستگی این است که تعداد  کلسترسازیی کلیدی هاگیه ند. یکی از ویژ کمیجداگانه را محاسبه 
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یی که باید هاکلستریی که باید تشکیل شود از قبل مشخص نشده است. بلکه، تعداد مناسب هاکلستر

 آید.( به وجود می12)سازی بهینهطور طبیعی با  تشکیل شود به

( متفاوت 12از ) مثبتشود که با یک ثابت  نوشته 𝐼𝐿𝑃صورت یک  تواند بهکردن توافقات می ماکزیمم

سازی شوند معادل هستند. با این حال، طور دقیق بهینه له زمانی که بهأاست. به همین دلیل، هر دو مس

 برانگیزتر است. طور قابل توجهی چالش کردن عدم توافقات به مینیمم، هااز منظر تقریب

یرد که گمیدار را در نظر  همبستگی یک گراف علامت کلسترسازی از یک بدون وزنو نسخه کامل 

𝑤𝑖𝑗)طور معادل منفی هستند. به ضلعمثبت یا یک  ضلعدارای یک  رأسدر آن هر دو 
+, 𝑤𝑖𝑗

−) ∈

{(0,1), ,𝑖)برای تمام  ، {(1,0) 𝑗) ∈ 𝑉 × 𝑉  است. بنسال و همکاران(Bansal et al., 2014)  یک

𝑃𝑇𝐴𝑆  کردن توافقات و یک تقریب  ماکزیممبرای𝑂(1)  کردن توافقات ارائه کردند.  مینیممبرای

-APXاثبات کردند که حداقل کردن عدم توافقات  (Charikar et al., 2017)چاریکار و همکاران 

hard ریزی خطی از طور قابل توجهی با گرد کردن یک تسهیل برنامهبه 4اما نسبت تقریب را به  ؛است

توسط آیلون و  2.5( بهبود بخشیدند. نسبت تقریب برای حداقل کردن عدم توافقات بعداً به 12)

 ۳ر سریع و زیبا با ضریب کاهش یافت، که همچنین یک تقریب بسیا (Hou et al., 2016)همکاران 

نیکی به نام چرخش ارائه کردند. بهترین نسبت تقریب شناخته شده برای حداقل کردن عدم خمبتنی بر ت

 .دریافت (Chawla et al., 2015) آن را می توان در مقاله است، که دلیل 2.06متر از کمیتوافقات ک

کردن عدم  مینیممطور همزمان اثبات کردند که های دلخواه، چندین گروه بههای با وزندر گراف

 ,.Charikar et al)تقریب زده شود 𝑂(log 𝑛) تا LPتواند با گرد کردن یک تسهیل توافقات می

 کلستردر یک  هارأسکردن توافقات، یک تقریب ساده نصفی با قرار دادن تمام  ماکزیمم. برای (2017

کردن  ماکزیممشود. بهترین تقریب شناخته شده برای خود حاصل می کلستربه  رأسیا جدا کردن هر 

و تنها کمی بهتر از  دریافت (Christian, 2013) توان درآن را می است که دلیل 0.7666توافقات 

. هر دو تقریب دریافتند (Charikar et al., 2017)در چاریکار و همکاران  است که 0.7664تقریب 

 شده هستند.تعریفریزی نیمهمبتنی بر گرد کردن یک تسهیل برنامه

شناخته کننده قطعچند  مینیممعادل عنوان مخواه بههای با وزن دلکردن عدم توافقات در گراف منیمم

 ضلعدارای یک  های کهرأس. این امر همچنین در موردی که همه (Bonchi et al., 2015)شود می

دهد که کند. این معادله بلافاصله نشان میهستند، صدق می ضلع ایمنفی، یا هیچ  ضلعک ا یمثبت، ی

است تا در هر ضریب ثابتی قابل تقریب باشد  UG-hardکردن عدم توافقات  مینیممطور کلی، به

(Chawla et al., 2015) در . علاوه بر این، امانوئل و فیات(Damaschke, 2009)  نشان دادند که
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است و اثبات کردند که  O(log n)دارای یک شکاف یکپارچگی  مسألهریزی خطی تسهیل برنامه

 دقیق است. LPاز طریق گرد کردن  O(log n)تقریب 

همبستگی اثبات شده است. بدون تلاش برای  کلسترسازینتایج نظری متعددی نیز برای انواع خاص 

 Asteris et) های دو قسمتیکنیم که این شامل نتایج برای گرافارائه یک خلاصه جامع، اشاره می

al., 2016)آمیزی لبه های رنگ، گراف(Bonchi et al., 2015) ها یپرگرافهاو(Gleich et al., 2018) 

، (Anava et al., 2015)ها کلسترهای مربوط به تعداد است. تحقیقات قبلی همچنین به محدودیت

و  (Veldt et al., 2017)، انواع وزنی خاص (Puleo & Milenkovic, 2018)توابع هدف جایگزین 

 اند.پرداخته (Ahn et al., 2015)های جریانی الگوریتم

 پذیرهای مقیاسکاربردها و الگوریتم
 ,.Kim et al)بندی تصویر های کاربردی متعددی از جمله تقسیمهمبستگی در دامنه کلسترسازی 

های چندزبانه لینک تشخیص، (Hou et al., 2016)، بیوانفورماتیک (Beier et al., 2014)و  (2011

(Anava et al., 2015)  جامعه تشخیصو (Sharma & Singh, 2016) و (Wang et al., 2015)  مورد

اند، در این های تقریبی نظری که توسعه یافتهاستفاده قرار گرفته است. با این حال، بسیاری از الگوریتم

هایی ی از بهترین نتایج نظری تنها به گونهکنند. برای شروع، بسیار طور خاص خوب عمل نمیموارد به

های کامل و بدون وزن(. آیند )مانند گرافشوند که در عمل به ندرت پیش میله مربوط میأاز مس

 کلسترسازیشده تعریفریزی خطی و نیمههای برنامهچالش دیگری که وجود دارد این است که تسهیل

ها در عمل دشوار است، حتی اگر از نظر نظری قابل همبستگی نیاز به حافظه بالایی دارند و حل آن

پذیر های مقیاسنیکخای باشند. بنابراین، تمرکز مشترک در ادبیات بر ارائه تحل در زمان چندجمله

 همبستگی بوده است. کلسترسازیبرای 

در ستگی اشکال مختلفی دارند. چیریچتی و همکاران همب کلسترسازیپذیر برای های مقیاسالگوریتم

(Chierichetti et al., 2014) در و بعداً پان و همکاران (Yang & Leskovec, 2015) های نسخه

های ها با تضمینرا توسعه دادند. این الگوریتم (Chung, 1997)موازی الگوریتم محوری آیلون 

شوند. در طرف دیگر طیف، تنها به حالت کامل و بدون وزن اعمال می ؛ اماتقریبی پیشینی همراه هستند

نشان  (Beier et al., 2015)اند برای حالت عمومی وزنی معرفی شدهکه  ابتکاریهای سریع نیکخت

اما هیچ نوع تضمین تقریبی ارائه  ؛ها در برخی کاربردها عملکرد خوبی دارندنیکخکه این ت دهدمی

همبستگی  کلسترسازیپذیر برای های مقیاسی از ادبیات مربوط به الگوریتمیدهند. بخش عمدهنمی

مشترک  یضلع رأسی هاورهها اکثریت جطور خاص بر روی مسائل پراکنده متمرکز است که در آنبه
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کننده قطعبندی چندعنوان مشکل تقسیمهمبستگی وزنی اغلب به کلسترسازیندارند. در این زمینه، 

در عمل کننده قطعبرای محاسبه حدود پایین برای هدف چند هانیکخشود. تعدادی تشناخته می

 Lange et) کنندهای تقریبی پسینی فراهم میدست آوردن تضمیناند که راهی برای بهطراحی شده

al., 2018) و (Swoboda & Andres, 2017)ها تسهیل حال، این. با اینLP  کلسترسازیمرسوم 

های تقریبی پیشینی را فراهم سازی بهترین الگوریتمامکان پیاده ،کنند و بنابراینهمبستگی را حل نمی

 آورند.نمی

 هانتایج معادلت کلسترسازی گراف
طور بهینه حل شوند، خروجی یکسانی تولید کنند، نامیم اگر زمانی که بهما دو تابع هدف را معادل می

اند که معادل گراف نشان داده شده کلسترسازیها یکسان نباشند. چندین هدف حتی اگر از منظر تقریب

با یک پارامتر  مودولاریتیسازی نشان داد که بیشینه درطور نزدیک مرتبط هستند. نیومن یا حداقل به

شده بر بلوک تصادفی اصلاح مودلگاریتمی برای و یک تابع احتمال ل ماکزیمم کردنتفکیک معادل با 

با  مودولاریتیی از شدهطور مستقل نشان دادند که نسخه نرمالاساس درجه است. چندین نویسنده به

( است. دلوین و 2.7شده )نرمال یکنندهقطع k-wayها معادل با تعمیم کلسترتعداد محدودی از 

توانند هر شده مشاهده کردند که مینرمالکننده قطعو  مودولاریتیای بین همچنین رابطه در همکاران 

 پایدار در نظر گرفته شوند. کلسترسازیعنوان موارد خاصی از هدف دو به

کردن اختلافات  مینیمماشاره شد، هدف اهداف تغییر یافته گراف کلستر شده طور که در بخش همان

است. توابع هدف در  کلسترهای بدون وزن معادل با ویرایش همبستگی در گراف کلسترسازیبرای 

یی که باید به گراف اضافه یا حذف شوند تا آن را به یک هااضلاعواقع یکسان هستند: شمارش تعداد 

مثبت  ضلعمنفی و اشتباهات  ضلعتبدیل کنند، دقیقاً همانند شمارش تعداد اشتباهات ای کلسترگراف 

عنوان تواند بهمی کلسترطور مشابه، حذف از یک گراف امضا شده است. به کلسترسازیدر یک 

همبستگی در نظر گرفته شود، که در آن فرد از ایجاد اشتباه در  کلسترسازیی محدودشده از نسخه

مشاهده کردند که تکنیک گرد کردن  در منفی منع شده است. سرانجام، آگاروال و کمپه ی هااضلاع

LP  دست تواند تطبیق داده شده و برای بههمبستگی می کلسترسازیبرای  در چریکار و همکاران

اعمال شود. اگرچه آگاروال و کمپه بر اثبات نتایج  مودولاریتیهای تقریبی برای حلآوردن حدود و راه

 دهد.معادل تمرکز نکردند، این نتیجه نگاهی اولیه به رابطه بین دو هدف ارائه می
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 مناقشهبحث و 

آمده در این تحقیق به طور مستقیم با اهداف اصلی و سؤالات تحقیق ارتباط دارند. بررسی دستنتایج به

های موجود به سازی ترکیبی نشان داد که بسیاری از روشبهینه مسألهعنوان یک گراف به کلسترسازی

ها کلسترهای جداسازی دنبال به حداکثر رساندن تابع هدف نظیر مودولاریتی یا حداقل کردن هزینه

 ها را آشکار ساخت و ارتباطپیچیدگی محاسباتی الگوریتم صورت واضحهستند. همچنین، نتایج به 

های میان اهداف چندکلستری و اهداف مبتنی بر مودولاریتی را به تفصیل نشان داد. محدودیت

 کلسترسازیهای عملی و نظری مشخص شد و در نهایت نتایج معادل در مودولاریتی از طریق مثال

 :ده استکه در زیر به چند نکته آن اشاره ش ها با استفاده از آنالیز ریاضی و تجربی، تفسیر گردیدگراف

 تامریزی عدد مانند برنامه ،سازیها با استفاده از رویکردهای بهینهدهد که گرافها نشان مییافته -

له به دلیل فضای جستجوی نمایی، أهستند. این مس کلسترسازیهای فراابتکاری قابل و الگوریتم

 .شودسازی ترکیبی محسوب میبهینه

سخت قرار  -NP گراف در رده کلسترسازیهای الگوریتمدهد که بیشتر ها نشان میوتحلیلتجزیه -

 .کندهای تقریبی و فراابتکاری را برجسته میگیرند. این موضوع اهمیت توسعه الگوریتممی

 تواند الگوهای مقیاسرغم محبوبیت خود، گاهی اوقات نمینتایج نشان داد که مودولاریتی، به -

طور خاص، به .شودکلستری تکمیل میرا تشخیص دهد و این ضعف با اهداف چند  کوچک

های کوچک یا بسیار کلسترمشخص شد که این معیار به خطای تفکیک مبتلا است، به این معنا که 

 .کنددرستی شناسایی نمیبزرگ را به

 یدهندهرسند که این امر نشانها به نتایج معادلی مییید کرد که برخی الگوریتمأاین تحقیق ت -

 .شده استهای تحلیلدر گرافساختارهای مشترک 

یید أگراف را ت کلسترسازیهمسو با مطالعاتی است که پیچیدگی محاسباتی  تحقیقهای این یافته

های مودولاریتی، ، در رابطه با محدودیتمگر ."فوتونیتو" و "نیومن" مانند کارهایبه خصوص  .کنندمی

که در برخی مطالعات گذشته کمتر به آن پرداخته  داردنتایج این تحقیق تأکید بیشتری بر خطای تفکیک 

ها قابلیت کشف که این روش دهدمیشده بود. علاوه براین، تحلیل اهداف چندکلستری، نشان 

 .دارند که در بسیاری از مطالعات قبلی نادیده گرفته شده است تر راکوچک ساختارهای مقیاس

 گیرینتیجه
ها مورد بررسی قرار ی کلسترسازی گرافهای اصلی در زمینهدر این مقاله، مفاهیم بنیادی و استراتژی

 مسألهگرفتند. با پرداختن به اصول کلسترسازی، تعریف جامعه و نقش کلسترسازی به عنوان یک 
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ئه شد. جوامع ارا تشخیصسازی ترکیبی، چارچوبی جامع برای درک بهتر ساختارهای گراف و بهینه

ی کلسترسازی، همراه با تحلیل پیچیدگی بررسی توابع هدف مبتنی بر مودولاریتی و اهداف تغییریافته

ها را فراهم کرد، های نظری کلسترسازی گرافتری از جنبهمحاسباتی این رویکردها، نه تنها درک عمیق

همچنین، بررسی  .ک کردبرای حل این مسائل پیچیده نیز کم کاربردیهای سازی روشبلکه به شفاف

ها توان از کلسترسازی گرافدهد که چگونه میپذیر نشان میهای مقیاسی الگوریتمکاربردها و ارائه

استفاده کرد. نتایج معادل  یهای اجتماعی و بیولوژیکهای بزرگ و تحلیل شبکهیتاد پروسسبرای 

های مفیدی را برای بهبود دقت و ی کلسترسازی همبستگی، ابزار زمینهها و پیشکلسترسازی گراف

 .دهندهای پیچیده ارائه میساختارهای جامعه در گراف تشخیصکارایی در 

و  محققانعنوان یک مرجع کلیدی برای توانند بهمی مقالهآمده در این دستطور کلی، نتایج بهبه

ها کلسترسازی گراف های آینده درتحقیقمتخصصین این حوزه مفید واقع شوند و چارچوبی جامع برای 

های ی الگوریتمر توسعهدمیها همچنین نقش مهای فراهم کنند. این یافتهو تحلیل ساختارهای شبکه

ها در کاربردهای عملی ایفا برداری از آنسازی ترکیبی برای تحلیل ساختارهای پیچیده و بهرهبهینه

 .خواهند کرد
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