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 چکیده
ت. اهمیت این موضـوع از لحاو تاریخی در ایفأ نمودن  ℤ[√𝑑 ]های  این مقاله دومین در ده اسـ ی قرارداده شـ مورد بررسـ

این موضـوع پرداخته   یچهاز تاریخ مختصرر جا نیا ابتدا به شرح  باشـد. در اینها مینقش محوری در ظهور مفهوم ایدیال

ان پس نشـ ده، سـ ده که هر  شـ یه اسـت که ممکن این تجایه یکتا  ناپذیر قابل تجاعوامل تحویلبه  ℤ[√𝑑 ]در    عنصررداده شـ

یکتایی تجایه   تواند دربازگرداندنداده شـده اسـت که چگونه مفهوم ایدیال میها، نشـاناسـتفاده از این دومین با  نباشـد. بعدا  

 دهد و در اخیرکار رود که هدف اصــلی موضــوع را تشــکیل میههای که فاقد این خاصــیت هســتند، ببه بعضــی از دومین

بدون ترتیب عوامل، های مورد نظر کومر  در دومینهای اولیه  ایدیالبه حاصـل ضر  از   ایدیالیک   ،ایی تجایهتعمیم یکت

 مورد بح  قرار گرفته شده است. 
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Abstract 

In this paper, ℤ[√𝑑 ]  domains are examined. These domains often have no unique 

factorization property and are therefore a good example of problems that have historically 

played a pivotal role in the emergence of the concept of ideal. First, a brief history of the 

subject is given, then the ℤ[√𝑑 ] domains show how the concept of an ideal can be used 

to "restore" the unique factorization of some domains that lack this property. Also, the 

unique generalization of the factorization of an ideal by the product of the prime ideals in 

the Kummer domains without sequence of factors is discussed. 

Keywords: ℤ[√𝑑 ]  Domains; Square-free Integers; Unique Property of Factorization; 

Algebraic Number; Quardratic Integers 
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 مقدمه 
ــادگی می ــفر زیـادی، از جملـه  توان جوا بـه سـ برای معـادله    ۱3،۱۲،۵و یـا   ۵،۴،3هـای تـام خلاف صـ

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 برای های تام غیرصــفری  یافت. اما تاحال حل𝑥3 + 𝑦3 = 𝑧3   یا𝑥4 + 𝑦4 =

𝑧4  یافت نشـده اسـت. این امر منجر به این حدس شـد که وقتی𝑛 > 𝑥𝑛، معادله  2 + 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛 

ده اسـت وی در  تامدارای هیچ جوا    یه آخر فرما   معروف شـ فری نیسـت.حدس فوق به   قضـ غیرصـ

یه۱۶3۰  یاواخر دهه ته و اضـافه کرده بود که  یی، در حاشـ از کتا  حسـا  دیوفانتی این حدس را نوشـ

ســفانه اثبات فرما تاکنون یافت أ گنجد متام که در این حاشــیه نمیگیری کشــف کرده من اثبات چشــم

دانان مطمئن نیستند که آیا او اثبات معتبری برای این حدس داشت یا خیر.  نشـده است و بیشتر ریاضی

ــیه بعدا   ــال  د )این قض ــد(. می  ۱۹۹3ر س ــط اندریو وایلس اثبات ش دانیم که هر عدد طبیعی قابل توس

نـاپـذیر )اولیـه( بوده و این تجایـه بـدون در نظر گرفتن ترتیـب عوامـل یکتـا تجایـه بـه عوامـل ضربی تحویـل

ــت اســ ــایـی  نـیـا  یـکـت ــیــت  ــا در  )خــاصـ آی امــا  یـعـی(.  طـبـ اعــداد  ــت  ســ ℤ[√𝑑 ] ،جـایــه در  =

{𝑟 + 𝑠 √𝑑 ∶ 𝑟, 𝑠 ∈ ℤ } پاسـخ طور عموم منفی  کند یا خیر؟ایی تجایه صـدق میخاصـیت یکت

ℤ[√−5 ] (1،در  میلا اســت.   + √−5)(1 − √−5) =  = 2 × 3. ال مطرح  ؤ حال این ســ 6

ــود  می ــیـت یکتـایی تجایـه در آن هـای توان نوع از یکتـایی تجایـه را در دومینچگونـه میشـ کـه خـاصـ

جای عناصر، پاسـخ ها بهایدیال، بر قرار نمود؟ در این پرسـش کومر به اسـاس تمرکا روی  صـادق نیسـت

را  (a)اصـلی ایدیال ناپذیر، به حاصـل ضر  عناصر تحویل a  عنصرریک   یداد. کومر به جای تجایه

ــل ضر  از ایـده  کومر اعـداد ایـدیـال را ابـداع نموده و ثـابـت کرد کـه  هـای اولیـه تجایـه کرد.آلبـه حـاصـ

ــت.   ــیـت یکتـایی تجایـه برای این اعـداد ایـدیـال برقرار اسـ ــان دهـد کـه در خـاصـ ــد نشـ یعنی موفق شـ

ای مورد نظر او،دومین ه یـک  هبـ  هـ الجا احتمالا  در ترتیـب عوامـل، تجایـ دیـ ــل ضربی از   ایـ ه حـاصـ بـ

 های اولیه یکتاست.ایدیال

د. این کار او به اثبات قضـیه فرما برای تقریبا  همه اعداد اولیه کوچک م پیشررفتتر از صـد شـ گیر چشـ

گذاشــت. اما کار او  ثیرأ له انجام گرفت، تســأها روی این مهمه کارهای که بعد  طور عمیقی تقریبا  بربه

تند که ما   کومر چیاایدیالالجبر مدرن داشـت، زیرا   اعداد  یاهمیت بیشـتری در توسـعه احت های هسـ

 نامیم. می ایدیالها را امروزه آن

ــ ه بر میأمسـ انون لـ ابـت کرد. این قـ ابـل دو مربعیث را ثـ انون تقـ گردد در اوایـل قرن نوزدهم کـه گوس اقـ

ابق روش سریع ا تطـ 𝑥4تری برای تعیین این کـه آیـ ≡ 𝑐 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)  ا خیر را ــت یـ دارای جوا  اسـ

ــیـه تنهـا اعـداد تـام را در.  کنـدفراهم می ــورت این قضـ ــت امـا اثبـات گو  گرچـه صـ س در دومین برداشـ
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 اثبات کرد و  ،یک دومین یکتایی تجایه است ℤ[𝑖]بنا شده بود. او این حقیقت را که  ℤ[𝑖] تربار 

 آن استفاده نمود.  از

ــت کـه در آن  ℤ[𝑖]چون اثبـات گوس دومین  ــی ،بود 1جـذر چهـارم مختلط   𝑖را در برداشـ دان ریـاضـ

ممکن اســت  𝑝های از درجه  اثبات قضــایای مشــابه تطابق  آلمانی کومر را دراین فکر فرو برد که در

 بتوان از خاصیت یکتایی تجایه در دومین

ℤ[𝜔] = {𝑎0 + 𝑎1𝜔 + 𝑎2 𝜔2  + ⋯ + 𝑎𝑝−1𝜔𝑝−1;  𝑎𝑖 ∈ ℤ } 

𝜔ا ســتفاده کرد که در آن  =  cos (
2𝜋

𝑝
) + 𝑖 sin (

2𝜋

𝑝
اســت. او قادر  1ام عدد   -𝑝یک جذر  (

ممکن اســت یک دومین  ℤ[𝜔]که   زیرا کشــف نمودبه توســعه قضــایای تقابل از مرتبه بالاتر نشــد، 

 .یکتایی تجایه نباشد

ال   در تفاده از این حقیقت، ریاضـی۱8۴۷سـ وی لَمه، با اسـ که برای هر عدد اولیه میبت طاق   دان فرانسـ

𝑝  معدله𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 تواند به صورت زیر در دامنه میℤ[𝜔]  :که در بالا توصیف شد، تجایه شود 

𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 = (𝑥 + 𝑦)(𝑥 + 𝜔𝑦)(𝑥 + 𝜔2𝑦) … … . . (𝑥 + 𝜔𝑝−1𝑦). 

 را ارائه کرده است. یک عدد اولیه باشد 𝑛که آخر فرما وقتی یاو باورداشت که برهانی از قضیه

ــت. امـا زمـانی دومینیـک   ℤ[𝜔]اثبـات او براین فرض بود کـه   کـه از کـار کومر خبر یکتـایی تجایـه اسـ

  .(5) به نامعتبری اثباتش پی برد  ،شد

های کومر ها مشــابه دومیندومینپردازیم، این می ℤ[√𝑑 ]  دومیناکنون، ابتدا به بررســی تجایه در 

تند. سـپس به تجایه های اولیه به شـکل یکتا، تعمیم این موضـوع و چگونگی ها به ایدیالایدیال یهسـ

ــتفـاده   ــیـت یکتـایی تجایـه راهـای  نوع از یکتـایی تجایـه در دومینهـا در بـازگردانـدن  آناز اسـ  کـه خـاصـ

 ندارند، خواهیم پرداخت. 

 تجزیه اعداد تام درجه دوم
ــت، چنـد تعریف مقـدمـاتی مورد نیـاز را در نظر  قبـل از پرداختن بـه تجایـه اعـداد تـام درجـه دوم  بهتر اسـ

 پذیری اعداد تام درجه دوم را طور مفصل مورد برسی قرار دهیم. گرفته و سپس تجایه

(    (12±))بجا   𝑐2صـــورت به تاماگر دارای هیچ عامل    که  شـــودنامیده می  آزاد –، مربع  𝑑  تامعدد 

 آزاد است، تابع زیر کلید تجایه در –، مربع 𝑑 تامکنیم که عدد نباشد. فرض می

ℤ[√𝑑 ] = {𝑟 + 𝑠 √𝑑 ∶ 𝑟, 𝑠 ∈ ℤ } 
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 شود.است. هر عنصر ست فوق یک عدد تام درجه دوم گفته می 

𝑁: ℤ[√𝑑 ]تابع  :تعریف →  ℤ با فورمول 

𝑁(𝑠 + 𝑡√𝑑) = (𝑠 + 𝑡√𝑑)(𝑠 − 𝑡√𝑑) = 𝑠2 − 𝑑𝑡2 

  ℤ[√3 ]در  لا ؛شود. مینامیده می ℤ[√𝑑 ]تابع ُنرم در 

𝑁(5 + 2√3) = 52 − 3 × 22 = 𝑁(2 و 13 − 4√3) = 22 − 3(−4)2 = −44 

 توجه کنید که: 

𝑑وقتی  <  ℤ[√−5 ]در  ،هر عنصر نامنفی است. میالا  نرم، 0ُ

𝑁(𝑠 + 𝑡√−5) = 𝑠2 − (−5)𝑡2 = 𝑠2 + 5𝑡2 ≥ 0 

ℤ[𝑖]تـابع نرم،  = ℤ[√−1 ]   ــی تبـدیـل می  دومینرا بـه یـک کنـد. امـا این مطلـب در حـالـت  اقلیـدسـ

 گیریم: کلی درست نیست، قضیه زیر را در این مورد در نظر می

,𝑎آزاد باشد، دراین صورت برای هر  –مربع  تامیک عدد  𝑑اگر . 1قضیه  𝑏 ∈  ℤ[√𝑑 ]  

𝑁(𝑎) = 𝑎اگر وتنها اگر   (1) 0 = 𝑜 . 

𝑁(𝑎𝑏) = 𝑁(𝑎)𝑁(𝑏) (2). 

𝑎اگر  .(۱)  ثبوت = 𝑠 + 𝑡√𝑑،  ــورت 𝑁(𝑎)دراین صـ = 𝑠2 − 𝑑𝑡2،  لذا𝑁(𝑎) = اگر و  0

𝑠2تنهـا اگر  = 𝑑𝑡2  هر عامل اولیـه در تجایه𝑠2 و𝑡2  ــود. اما جفـت از دفعـات تکرار میبه تعـداد شـ

باشــد،  𝑑یک عامل اولیه   𝑝اگر   ،آزاد اســت. بنابراین  –مربع   𝑑شــوند زیرا  تکرار نمی  𝑑عوامل اولیه 

ه   ات در تجایـ اق از دفعـ طـ داد  ه تعـ بـ د  ایـ ه در    𝑑𝑡2بـ ایی تجایـ ه یکتـ بـ ا  د. بنـ اق افتـ ه ℤاتفـ ادلـ ، معـ

𝑠2 = 𝑑𝑡2 که غیرممکن است مگر این𝑠 = 0 = 𝑡،  یعنی𝑎 = 0.  

𝑎فرض کنید (. 2) = 𝑟 + 𝑠√𝑑   و𝑏 = 𝑚 + 𝑛√𝑑 , ــبه ــتقیم انجام اثبات با انجام محاسـ ی مسـ

 شود. می

𝑢صــورت دراین ،آزاد باشــد –مربع   تامیک عدد   𝑑فرض کنید  .2قضــیه   ∈ ℤ[√𝑑 ] واحد اســت  

𝑁(𝑢)تنها اگر  اگر و = ±1  

𝑢𝑣صورت برای بعضی  واحد باشد، دراین 𝑢اگر  ثبوت. = 1 , 𝑣 ∈ ℤ[√𝑑 ] داریم ۱و طبق قضیه 

𝑁(𝑢)𝑁(𝑣) = 𝑁(𝑢𝑣) = 𝑁(1) =  12 − 𝑑 × 02 = 1,. 
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از    تــاماعــداد   𝑁(𝑣)و   𝑁(𝑢)چون   عبــارتنــد  ممکن  تنهــا حــالات  پس  𝑁(𝑢)انــد  = و   ±1

𝑁(𝑣) = 𝑢بر عکس اگر    ±1 = 𝑠 + 𝑡√𝑑    و𝑁(𝑢) = ــد  ±1 نظر گرفتن    ،بـاشــ ∋بـا در 

ℤ[√𝑑 ]  �̅� = 𝑠 − 𝑡√𝑑    ،طبق تعریف نرم𝑢�̅� = 𝑁(𝑢) = ابر این    .±1 𝑢(±�̅�)بنـ = و   1

𝑢 .واحد است 

𝑠2( معادلات  𝑡و   𝑠)برای    تامهای  با یافتن همه جوا  ۲بر طبق قضــیه    − 𝑑𝑡2 = توانیم می ،±1

دتمـام   ای  واحـ 𝑠هـ + 𝑡√𝑑    درℤ[√𝑑 ]    را تعین کنیم. وقتی𝑑 > داد   ،1 ادلات دارای تعـ این معـ

  .)۲( باشندنامتناهی جوا  می

𝑑وقتی  = 𝑠2این معادلات به معادله    ،1− + 𝑡2 = عبارتند    تامهای  یابد. تنها جوا کاهش می 1

𝑠از   = ±1، 𝑡 = 𝑠و  0 = 0، 𝑡 = ℤ[𝑖]هـای  تنهـا واحـد  ،بنـابراین. ±1 = ℤ[√−1 ]   عبـارت

د از   𝑑اگر  .  𝑖±و  1±انـ < 𝑑میلا     ،1− = −𝑘    ا 𝑘بـ > ــورتدراین  ،1 ه    صـ ادلات بـ 𝑠2معـ +

𝑘𝑡2 = اهش    1 د. چون  میکـ ابـ 𝑘یـ > ا جوا   ،1 ای تنهـ امهـ د از    تـ ارت انـ 𝑠عبـ = ±1،  𝑡 = 0 .

 نتیجه زیر را داریم.   ،بنابراین

𝑑آزاد باشــد. اگر –مربع    تامیک عدد  dفرض کنید . 1نتیجه  > دارای  ℤ[√𝑑 ] صــورتدراین، 1

اســــت. واحـد نـامتنـاهی واحـد  𝑑. اگر  𝑖±و    1±عبـارتنـد از    ℤ[√−1 ]هـای  تعـداد  < −1  ،

 . 1±عبارتند از  ℤ[√𝑑 ]های واحد صورتدراین

𝑝آزاد باشــد. اگر  –مربع   تامیک عدد   𝑑فرض کنید  .2نتیجه  ∈  ℤ[√𝑑 ]   و𝑁(𝑝)  تامیک عدد 

 ناپذیر است. تحویل ℤ[√𝑑 ]در  𝑝 صورتدراینباشد،  ℤاولیه در 

𝑁(𝑝)اولیه اســت،   𝑁(𝑝)چون   ثبوت. ≠ نیســت.  واحد ℤ[√𝑑 ]در  𝑝، ۲، لذا طبق قضــیه ±1

𝑝اگر  = 𝑎𝑏   درℤ[√𝑑 ] ،صــورتدراین ،𝑁(𝑝) = 𝑁(𝑎)𝑁(𝑏) .درℤ چون𝑁(𝑎) ،𝑁(𝑏) 

𝑁(𝑎)اولیه اسـت باید  𝑁(𝑝) اند و تاماعداد  𝑁(𝑝) و = 𝑁(𝑏)یا  ±1 =   ، باشـد. بنابراین ±1

 ناپذیر است. تحویل 𝑝است. پس  واحدbیا  𝑎، ۲طبق قضیه 

1  عنصررربرای میال  − 𝑖  درℤ[𝑖] اســت زیرا    ناپذیرتحویل𝑁(1 − √−1) = به طور مشــابه  2

1 + 𝑖 ــت بنـابر این تجایـه  نیا تحویـل ــل ضر  از عنـاصر تحویـل ۲نـاپـذیراسـ نـاپـذیردر  بـه عنوان حـاصـ

ℤ[𝑖] 2 صورتبه = (1 + 𝑖)(1 − 𝑖) (۵) می باشد. 
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1نرم  ℤ[√−5 ]در   غلط اســـت. برای نمونه، ۲عکس نتیجه   + اســـت که اولیه  ۶مســـاوی    5−√

1باشد. اما نمی +  ناپذیراست. تحویل 5−√

همواره ممکن اسـت، اما   ℤ[√𝑑 ]ناپذیر در صـورت حاصـل ضر  از عوامل تحویلتجایه عناصر به

 .ممکن است یک دومین یکتایی تجایه نباشد ℤ[√𝑑 ]یعنی  این تجایه ممکن یکتا نباشد.

  خلاف،  هر عنصـر خلاف واحد  صـورتدراینآزاد باشـد.   –مربع   تامیک عدد   𝑑فرض کنید  .3قضـیه  

 ناپذیراست. حاصل ضر  از عناصر تحویل ℤ[√𝑑 ]صفر در 

فر در   خلافی هاخلاف واحدسـت همه   Sفرض کنید   :ثبوت د که حاصـل ضر  از  ℤ[√𝑑 ]صـ باشـ

  خلاف Sخالی اسـت. طور غیرمسـتقیم فرض کنید که  Sدهیم که نشـان می نیسـتند. ناپذیرعناصر تحویل

𝑊 ســت  صــورتدراین ؛باشــد خالی = {|𝑁(𝑡)|: 𝑡 ∈ 𝑆}    میبت   تاماز اعداد    خالیســت خلاف

𝑎  عنصرراسـت. پس   عنصررترین  دارای کوچک 𝑊ترتیبی  اسـت. طبق اصـل خوش ∈ 𝑆 وجود دارد، 

|𝑁(𝑎)|کـه برای هر  طوری ≤ |𝑁(𝑡)|: 𝑡 ∈ 𝑆.  چون𝑎 ∈ 𝑆،  لـذا خود𝑎 ــت.   نـاپـذیرتحویـل نیسـ

,𝑏ی هاخلاف واحد  ،بنابراین 𝑐 ∈ ℤ[√𝑑 ] که  طوری .وجود دارند𝑎 = 𝑏𝑐 .ــورتدراین یکی  صـ

ــورت   𝑆 باید در b،cاز  ــد )در غیر این ص ــل ضر  از عناصر تحویل  aباش ــد و   ناپذیرباید حاص  باش

ــت (، میلا     𝑆بنابراین در  𝑏نیس ∈ 𝑆 چون .𝑏   و𝑐 ــیه    خلاف واحد |𝑁(𝑏)|، ۲اند طبق قض > و   1

|𝑁(𝑐)| >  ۱اما طبق قضیه  .1

|𝑁(𝑎)| = |𝑁(𝑏)||𝑁(𝑐)| 

 :باید داشته باشیم :لذا

1 < |𝑁(𝑏)| < |𝑁(𝑎)| 

𝑏اما    ∈ 𝑆  پس بدلیل انتخا ،a ،|𝑁(𝑎)| ≤ |𝑁(𝑏)| ــت. بنابراین  خالی 𝑆 ،که یک تناقض اسـ

 کند. است. این اثبات قضیه را کامل می

، ممکن اسـت فاقد این خاصـیت باشـد  pناپذیرتحویل  عنصرروقتی که یکتایی تجایه برقرار نیسـت، یک 

ــیـت یکتایی تجایه، احتمال عدم وجود  p|dیا  p|cنتیجـه دهد  p|cdکه  پیـامد دیگری از نبود خاصـ

 ترین قاسم مشتر  است.بار 

ــت: چگونـه می ــش این اسـ ــیـت توان نوع از یکتـایی تجایـه را در دومینحـال پرسـ هـای کـه فـاقـد خـاصـ

خ کومر، تمرکا روی   جای عناصر بود. حاصـل ضر  ها بهایدیالیکتایی تجایه اند، بر قرار نمود؟ پاسـ
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IJ ایدیال از دو I و J  صـورت بنا به تعریف عبارت اسـت از سـت همه عناصری بهab    که در آن𝑎 ∈ I 

𝑏و ∈ J  یعنی،  

IJ = {𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 … + 𝑎𝑛𝑏𝑛/𝑛 ≥ 1،𝑎𝑘 ∈ I. 𝑏𝑘 ∈ J} 

الیـک    𝐼𝐽دانیم  می دیـ ه یـک    ایـ جـای تجایـ ه  ــت. کومر بـ اصر   aعنصرررر  اسـ ــل ضر  عنـ اصـ ه حـ بـ

 های اولیه تجایه کرد. لیارا به حاصل ضر  از اید (a)اصلی ایدیال  ناپذیر، تحویل

ــلی )  ایـدیـالخواهیم می ــل ضرب ℤ[√−5 ]( در ۶اصـ هـای اولیـه تجایـه کنیم. ایـدیـالاز   یرا بـه حـاصـ

2به اعداد اول   ۶طبیعی است که کار خود را با تجایه   × 3 = توان دید شروع کنیم. به سادگی می  6

اولیه نیسـت )برای میال   ایدیال( یک ۲باشـد. اما )( می۲( )3حاصـل ضر  )  ایدیال( برابر ۶)  ایدیالکه 

1)( داریم  ۲در ) + √−5)(1 − √−5) = ه در )  6 ل این تجایـ ا هیچ یـک از عوامـ ( قرار ۲امـ

ابراین ه طریق دیگری عمـل کنیم. فرض کنیـد    ،نـدارنـد(. بنـ ایـد بـ ال pبـ ــد کـه    ℤ[√−5 ]در    ایـدیـ اشـ بـ

1)و۲توسط  +  تولید شده است، یعنی   (5−√

𝑃 = {2𝑎 + (1 + √−5)𝑏: 𝑎. 𝑏 ∈ ℤ[√−5 ]} 

𝑃  اســت.   ایدیالیک𝑟 + 𝑠√−5 ∈ 𝑃   اگر وتنها اگرr وs  .یا هر دو جفت و یا هر دو طاق باشــند

ــت ℤ[√−5 ]های مختلف در  در نتیجـه تنهـا کوسـ  ∕ 𝑃  0عبـارتنـد از + 𝑃 1و + 𝑃 ؛ برای این که

𝑚خواه دل عنصراگر در  + 𝑛√−5، 𝑚  طاق𝑛  .صورتدراینجفت باشد: 

(𝑚 + 𝑛√−5) − 1 = (𝑚 − 1) + 𝑛√−5 ∈ 𝑃   زیرا𝑚 −   جفت هستند. بنابراین  𝑛و 1

(𝑚 + 𝑛√−5) + 𝑝 = 1 + 𝑝 

ابه اگر به  د،  𝑛جفت و  𝑚طور مشـ ورتدراینطاق باشـ 𝑚) صـ − 1) + 𝑛√−5 ∈ 𝑃  زیرا𝑚 − 1 

ــمـت    nو گ خـارج قسـ د. در نتیجـه رینـ ــتنـ ℤ[√−5 ]طـاق هسـ ∕ 𝑃    ا بـ اســــت. ℤ2 ایاومورف 

 𝑄1های  دهد که ایدیالاســت. اســتدلال مشــابه نشــان می  ℤ[√−5 ]اولیه در   ایدیالیک   p،بنابراین

 باشند. های اولیه میایدیال ذیل، 𝑄2و

𝑄1 = {3𝑎 + (1 + √−5 )𝑏 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ[√−5 ] } 

𝑄2 = {3𝑎 + (1 − √−5 )𝑏 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ[√−5 ] } 

ــل ضر   𝑃2ایـدیـال حـاصـ = 𝑃𝑃   ــاوی بـه ــت و این کـه ۲)  ایـدیـالدقیقـا  مسـ 𝑄1𝑄2( اسـ = (3). 

 باشد: اولیه می  ایدیال( حاصل ضربی از چهار ۶)  ایدیال  ،بنابراین

(6) = (2)(3) = 𝑃2𝑄1𝑄2 
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جا احتمالا  در ترتیب عوامل، تجایه یک هب های مورد نظر او،کومر موفق شـد نشـان دهد که در دومین

های اولیه یکتاسـت. این نتیجه بعدا  توسـط ددکیند تعمیم داده شـد. ایدیالبه حاصـل ضربی از    ایدیال

 :ان دقیق این تعمیم لازم است برخی مقدمات را ذکر نماییممنظور بیبه

ــفر بـا  ــت از یـک عـدد مختلط کـه جـذر یـک پولینوم مونیـک خلاف صـ یـک عـدد الجبری عبـارت اسـ

ــد. اگر  ــد، ℚ(𝑥)در  nیـک عـدد جبری بوده و جـذر یـک پولینوم از درجـه  tضرایـب نـاطق بـاشـ  بـاشـ

 ؛صورتدراین

ℚ(𝑡) = {𝑎0 + 𝑎1𝑡 + 𝑎2 𝑡2  + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝜔𝑛−1 , 𝑎𝑖 ∈ ℚ } 

یک عدد الجبری اسـت. یک عدد تام الجبری عبارت  ℚ(𝑡)  عنصرراسـت و هر  ℂفرعی   ییک سـاحه

توان نشان است از یک عدد مختلط که جذر یک پولینوم مونیک خلاف صفر با ضرایب تام باشد. می

ــت همـه اعـداد تـام الجبری در   ــت ) ℚ(𝑡)داد کـه سـ یـک جـذر   𝜔اگر    .(۱یـک انتیگرال دومین اسـ

𝑥𝑝مختلط   − که کومر مورد اســتفاده قرار داد، در واقع دومین    ℤ[𝜔]دومین   صــورتدراینباشــد  1

 (. ۶) است ℚ(𝜔)همه اعداد تام الجبری در 

 باشد. نتایت کومر حالت خاصی از قضیه زیر می  ،بنابراین

ه   ــیـ د  .  4قضـ دد الجبری و    𝑡فرض کنیـ ام الجبری در    𝑅یـک عـ داد تـ ه اعـ ــد.  ℚ(𝑡)دومین همـ اشـ  بـ

این تجایه،    های اولیه اســت ولیا( حاصــل ضر  از اید۰ و𝑅)بجا  𝑅هر ایدیال در    صــورتدراین

 ( مراجعه شود. ۶جا در ترتیب عوامل، یکتاست. برای اثبات به )هب

ــتر رینگ ــیه   ℤ[√𝑑 ]های بیش ــد، زیرا اگر می ۴نیا حالات خاو از قض  –عدد تام مربع   یک 𝑑باش

ــد،  𝑡 صـــورتدراینآزاد باشـ = √𝑑  یک عددالجبری اســـت )زیرا یک جذر 𝑥2 − 𝑑 اســـت( و 

ℚ[√𝑑 ] = {𝑎0 + 𝑎1 √𝑑 ∶ 𝑎𝑖 ∈ ℚ } 

احه  و  ، اعدادتام درجه دوم نامیده میℚ[√𝑑 ] یاعداد تام الجبری در سـ وند. هر عضـ 𝑟شـ + 𝑠√𝑑 

ــت  ℚ[√𝑑 ]یک عددتام درجه دوم در  ℤ[√𝑑 ]از رینـگ  زیرا جذر یک پولینوم مونیـک در    ،اسـ

ℤ[𝑥] باشد: می 

𝑥2 − 2𝑟𝑥 + (𝑟2 − 𝑑𝑠2) = (𝑥 − (𝑟 + 𝑠√𝑑))(𝑥 − (𝑟 − 𝑠√𝑑)) 

𝑑یا  3(  ۴که )مود وقتی ≡ درجه   متشکل از همه اعداد تام  ،𝑅عبارت از دومین  ℤ[√𝑑 ]صورت در این2

𝑑( ۴است اما وقتی )مود  ℚ[√𝑑 ]دوم در   ≡   ℤ[√𝑑 ]وجود دارند که در   𝑅، اعدادتام درجه دوم در1

 برای حالت اعدادتام درجه دوم ارایه شده است.  ۴ ( اثبات ساده از قضیه۷نیستند. در رابینسون )
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𝑑در نظریه اعداد الجبری بسیار مفید است. وقتی که    ۴قضیه   < 0،  𝑅  یکتایی تجایه    یک دومین

𝑑(. وقتی  ۹باشد ) -۱۶3، -۶۷،-۴3،  -۱۹، -۱۱، -۷، -3، -۲، -۱یکی از اعداد  𝑑اگر تنها   ،است > 0 ،

برای   که  است  میل  dثابت شده  مقادیر    ۲۹،۲3،۲۲،۲۱،۱۹،۱۷،۱3،۱۱،۷،۶،۵،3،۲هایی  بسیاری  و 

چه برای حالت است، اما در این حالت هیچ فهرست کامل مانند آن یکتایی تجایه    یک دومین  𝑅دیگر،

𝑑 <  یک دومین  𝑑،𝑅حدس زده شده است که برای تعداد نامتناهی مقادیر    ،ارایه شده وجود ندارد  0

 است است. یکتایی تجایه 

 گیرینتیجه
صـورت حاصـل عناصر به  یتجایه ℤ[√𝑑 ]در   توان گفت کهشـده دراین مقاله میاز موضـوعات برسـی

 ℤ[√𝑑 ]همواره ممکن اسـت، اما این تجایه ممکن یکتا نباشـد. یعنی  ناپذیرضر  از عوامل تحویل

های فاقد خاصیت یکتایی تجایه، یک عنصر ممکن است یک دومین یکتایی تجایه نباشد در دومین

و احتمال    p|dیا  p|c نتیجه دهد p|cd، ممکن اســت فاقد این خاصــیت باشــد که، pناپذیرتحویل

ــتر  در آنعدم وجود بار  ــم مش یک   یجای تجایهبه هاها نیا وجود دارد. دراین دومینترین قاس

را به حاصــل ضر  از  (a)اصــلی ایدیال توان ناپذیر، میبه حاصــل ضر  عناصر تحویل a  عنصررر

 چنین دیده شد که:های اولیه تجایه کرد، هملیااید

 تابعآزاد باشد و  –یک عدد تام مربع  𝑑اگر  

𝑁: ℤ[√𝑑 ] →  ℤ 

𝑁(𝑠 + 𝑡√𝑑) = (𝑠 + 𝑡√𝑑)(𝑠 − 𝑡√𝑑) = 𝑠2 − 𝑑𝑡2 

,𝑎دراین صورت برای هر  موسوم به تابع ُنرم باشد، 𝑏 ∈  ℤ[√𝑑 ]  

𝑁(𝑎) = 𝑎اگر وتنها اگر   (1) 0 = 𝑜 𝑁(𝑎𝑏) = 𝑁(𝑎)𝑁(𝑏) (2) , 

𝑑اگر > عبارت   ℤ[√−1 ]های دارای تعداد نامتناهی واحد اسـت. واحد ℤ[√𝑑 ] صـورتدراین، 1

د از   𝑑. اگر  𝑖±و    1±انـ < ــورت  ، در این1− دصـ ای  واحـ د از    ℤ[√𝑑 ]هـ ارت انـ 𝑝اگر    .1±عبـ ∈

ℤ[√𝑑 ]   و𝑁(𝑝)  یک عدد تام اولیه درℤ  ،د ورتدراینباشـ ت. ناپذیرتحویل ℤ[√𝑑 ]در  𝑝 صـ  اسـ

 اگر𝑡اسـت. و   ناپذیرحاصـل ضر  از عناصر تحویل  ℤ[√𝑑 ]صـفر در   خلاف،  خلاف واحد  عنصررهر  

 𝑅هر ایدیال در   صــورتدراینباشــد.   ℚ(𝑡)دومین همه اعداد تام الجبری در  𝑅یک عدد الجبری و 

 این تجایه، بدون ترتیب عوامل، یکتاست.  های اولیه است و( حاصل ضر  از ایدیال۰ و𝑅جا ه)ب
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