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 چکیده

ــاف    ،مده در لابراتوار فایکآ در این مقاله با اســتفاده از دیتای تجربوی بدســت   نتای، تیوریکی چند نویســنده در انکش

سـاده مورد ارزیابی قرار گرفته و تطابق دو فرمول با    یمیتودهای مختلف برای دریافت فرمول سـاده برای پریود اهتااز رقاصـه

مده آ دسـت  هخطا ب  %۱سـن، تا  دیتاگیری براسـاس دقت سـنسـور نوری و زاویه کردعملخوبی مشـاهده گردید. هنتای، تجربی ب

های معینی برقرار اسـت و نتای،  مده اسـت که در انتروالآ دسـت  هها بسـازیبراسـاس یک سـلسـله سـاده اسـت. نتای، تیوریک  

باشـد که در این انتروال  درجه می  8۰-۰کند. انتروال اندازگیری زاویه  تجربی میاان دقت و انتروال کاربرد فرمول را تعیین می

ا تیوری ملاحظـه می بـ ای، عملی  ــی نتـ ک حرکـت دایروی را دارد. در بررسـ اصــــه یـ برقـ و   Hittهـای  گردد کـه تقریـ

Carvalhaes&Suppes تواند منحیث یک فرمول پریود اهتاازات  ها تطابقت بیشتری دارد و مینسبت به دیگر تقریب

 گ پذیرفته شود.ساده در زوایای بار  یرقاصه
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Abstract  

In this paper, using the experimental data obtained in the physics laboratory, the theoretical results 

of several authors in the development of different methods to obtain a simple formula for the period 

of simple pendulum vibration were evaluated and the agreement of the two formulas with the 

experimental results was well observed. The data acquisition process is based on the accuracy of 

the optical sensor and protractor up to 0.1% error. Theoretical results are obtained based on a series 

of simplifications that are established at certain intervals and experimental results determine the 

accuracy and interval of application of the formula. The measuring angle is 0-85 degrees, in which 

the pendulum has a circular motion. Examining the practical results with the theory, it is observed 

that the Hitt and Carvalhaes & Suppes approximations are more consistent than other approximations 

and can be accepted as a simple period pendulum vibration period formula at large angles. 

Keywords: Simple pendulum; Harmonic vibration; Approximation development; Angular 

displacement; Linearization 
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 مقدمه
ن با اسـتفاده از آ د انکشـاف نباشـهای فایک میها وسـایل سـاده اما با کاربرد وسـیع در اکثر سـاحهرقاصـه

ای مختلف می د در بخشمیتودهـ کتوانـ ــیـ ک کلاسـ ای میخـانیـ اطی   ،هـ ک  ،الکترومقنـ ــتیـ  ،اکوسـ

ــه ،الکترونیـک ــادهفوق هـادیـت و غیره مفیـد واقع گردد. رقـاصـ هـای  ترین  ونـهیکی از محبوب  ی سـ

های لیسـان  تعلیمی فایک و دوره  هایمجله ،(1)های درسـی  غیرخطی اسـت که در کتاب  یلهأمسـ

های یشــتر در دورههای غیرخطی اســت که بها یکی از ســیســتمرقاصــه چنینهمتحلیل شــده اســت.  

 مضـمون مکانیک کلاسـیک مورد مطالعه قرار گرفته اسـت مقدماتی پوهنتون در چنینهمو    پیش رته 

له غیرخطی اسـت که بسـیاری از اسـتادان پوهنتون در أی سـاده معمولا  اولین مثال از یک مسـرقاصـه(. 2)

ــنوف خود در مورد آن بحث می ــلین تفاوتص ــت که محص های بین کنند و احتمالا  این اولین بار اس

های  کنند. اگر محصـــلان بتوانند جنبهفایکی خطی و غیرخطی را تجایه و تحلیل و درک می مســـایل

ایلتوانند در آینده می ،فایکی و ریاضـی این مثال را درک کنند  ،تری در فایکغیرخطی پی یده مسـ

  یغیرخطی مانند نظریه  مسـایلهای رای، مورد اسـتفاده برای مقابله با این اینجی ی و ریاضـیات و روش

توان یک پارامتر کوچک   یصورت تحلیلی در سلسلهحل بهبه موجب آن راهو  اغتشاش را درک کنند

چندین طرح تقریب برای بررسـی وضـعیت نوسـانات  (.3) یابدهارمونیک گسـترش می  یا روش تعادل

 یهای مختلفی برای محاسبه پریود زاویهی سـاده ایجاد شده است و تقریباصـهامپلیتود بارگ یک رق

نویســندگان  ،های مبتکرانهاز طریق اســتفاده از اســتراتژی  (.۴)  بارگ آن با دقت پیشــنهاد شــده اســت

ــت آورده  یهای  یحی را برای دورهمختلف فرمول ــه به دس از طریق یک  هاآن  یاند که همهرقاص

بارگ دقیق هستند. دراین مقاله با  امپلیتود اهتاازاتاند و این عبارات برای استنتاج شده  مشتق اکتشافی

ــتفاده از دیتای تجربی ب ــتهاس ــیده این فرمول ،مده در لابراتوار فایکآ دس های تقریبی به چالش کش

ــده و انتروال تطبیق و میاان دقت   ــاس تطـابق نتـای، تیوریک با تجربه در روش گرافیکی   هاآنشـ براسـ

 تعیین گردیده است.

 تیوری
اده یا رقاصـهرقاصـه بعد که به یک تار باریک و کوچک و کم  یریاضـیکی عبارت از یک کتله یی سـ

های وارد بر کتله سـاکن معلق شـده اسـت. دیاگرام قوه  ینقطه  غیر قابل انعطاف متصـل بوده و از یک

𝑚  ت. عامل حرکت در جهت حرکت دایروی   ۱در شـکل ت.    𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛 𝜃−نشـان داده شـده اسـ اسـ

 صورت ذیل است:هدهد که باین عامل طبق قانون دوم نیوتن یک تعجیل خطی به ذره می

𝑎 = −𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 
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 ی سادهبر یک رقاصه های وارد : جمع قوه ۱ شکل

 صورت ذیل است:هاز طرفی در حرکت دایروی تعجیل ب

𝑠 = 𝑙𝜃 → 𝑣 =
𝑙𝑑𝜃

𝑑𝑡
→ 𝑎 = 𝑙

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2  

 دهد:برابری دو نتیجه می  ،بنابراین

−𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑙
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2  →
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2 +
𝑔

𝑙
𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0                                  (۱) 

 درنظر بگیریم:هرگاه شرط زوایای کوچک را 

𝜃 ≪ 1 → 𝑠𝑖𝑛𝜃 ≈ 𝜃 

 [1] رسیم:( به نتیجه ذیل می۱از معادله )  ،که بنابراین

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2 +
𝑔

𝑙
𝜃 = 0  ، 𝜃(𝑡) = 𝜃𝑜𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 → −𝜔2𝜃𝑜𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 +

𝑔

𝑙
𝜃𝑜𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 = 0  

→ 𝜔 = √
𝑔

𝑙
  𝑜𝑟 𝑇 = 2𝜋√

𝑙

𝑔
                                                   (۲)    
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توانی   یصورت یک سلسلههاین نتیجه برای زوایای کوچک برقرار است اما برای زوایای بارگ نتیجه ب

( تغییرات انرژی حرکی و پوتنشیل ۲ن از بحث انرژی میخانیکی طبق شکل )آ برای دریافت  باشد ومی

 گیریم.نظر می دهد درانجام می 𝜃به زاویه  𝜃𝑜را  که ذره از زاویه 

∆𝑈 = 𝑚𝑔ℎ = 𝑚𝑔(𝑦1 − 𝑦𝑜) = 𝑚𝑔𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑜)  

∆𝐾 =
1

2
𝑚𝑣2 =

1

2
𝑚𝑙2𝜔2 =

1

2
𝑚𝑙2 (

𝑑𝜃

𝑑𝑡
)

2

  

دارد که های خطی و زاویوی اسـتفاده شـده اسـت. تحفظ انرژی بیان مین از ارتباط بین سرعتآ  که در

تهلاک. البته موجودیت اصـطکاک و عوامل  باشـددر هر لحظه باید مجموع انرژی میخانیکی ثابت    اسـ

ه مؤثر اسـت تم در تقلیل اهتااز رقاصـ یسـ اما در یک زمان خیلی کوتاه این اثرها  ف نظر   ،محیط و سـ

 داریم:  ،گردد. بنابراینمی

∆𝐾 = ∆𝑈 →
1

2
𝑚𝑙2 (

𝑑𝜃

𝑑𝑡
)

2

=  𝑚𝑔𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑜)  

→
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= √

2𝑔

𝑙
√(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑜)  

 
 : ارائه مکان رقاصه در دو نقطه مختلف ۲شکل

 دهد:انتیگرال در انتروال ربع پریود کامل می

∫ 𝑑𝑡
𝑇

4
𝑜

= √
𝑙

2𝑔
∫

𝑑𝜃

√(𝑐𝑜𝑠𝜃−𝑐𝑜𝑠𝜃𝑜)

𝜃𝑜

𝑜
→ 𝑇 = 4√

𝑙

2𝑔
∫

𝑑𝜃

√(𝑐𝑜𝑠𝜃−𝑐𝑜𝑠𝜃𝑜)

𝜃𝑜

𝑜
  

 داشته باشیم داریم:هرگاه از جن  نیم زاویه 

𝑇 = 4√
𝑙

2𝑔
∫

𝑑𝜃

√sin2(
𝜃𝑜
2

)−sin2(
𝜃

2
)

𝜃𝑜

𝑜
  

𝑠𝑖𝑛𝜑با تعریف تازه  =
𝑠𝑖𝑛(𝜃/2)

𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑜/2)
 رسیم:به نتیجه می ،نآ گیری از و دیفرانسیل 
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 𝑠𝑖𝑛𝜑 =
𝑠𝑖𝑛(

𝜃

2
)

𝑠𝑖𝑛(
𝜃𝑜
2

)
→ 𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜑 =

cos(
𝜃

2
)

2 sin(
𝜃𝑜
2

)
 

𝑇 = 4√
𝑙

2𝑔
∫

𝑑𝜑

√1−sin2(
𝜃𝑜
2

) sin2 𝜑

𝜋/2

𝑜
}  که حدود 

𝜃 = 0  → 𝜑 = 0

𝜃 = 𝜃𝑜  → 𝜑 =
𝜋

2

         (3) 

sin2که یک انتیگرال بیضــوی نوع اول با متحول ثابت  (
𝜃𝑜

2
) = 𝑚 ــت. بنابراین متحول تازه را   ،اس

 کنیم:صورت ذیل تعریف میهب

 𝑇 = 4√
𝑙

2𝑔
∫

𝑑𝜑

√1−𝑚 sin2 𝜑

𝜋/2

𝑜
= 4√

𝑙

2𝑔
𝐾(𝑚) = 4√

𝑙

2𝑔
𝐾 (sin2 (

𝜃𝑜

2
)) 

1)ها انکشاف توانی یکی از گاینه − 𝑚 sin2 𝜑)−1/2  .وسپ  حل انتیگرال است 

(1 − 𝑚 sin2 𝜑)−1/2 = 1 +
(−

1

2
)

1!
𝑚 sin2 𝜑 +

(−
1

2
)(−

3

2
)

2!
(𝑚 sin2 𝜑)2 + ⋯  

ــهم  هگردد کـه بـملاحطـه می  ،هرگـاه از روابط مثلثـاتی هر جملـه را جـداگـانـه حـل کنیم علـت توابع زوج سـ

ــامـل زاویـه  ــهم جملات عـددی بـاقی میحـذف می  𝜑جملات شـ ن آ  یمـانـد کـه نتیجـهگردد و تنهـا سـ

 گردد:صورت ذیل خلاصه میهب

∫
𝑑𝜑

√1−𝑚 sin2 𝜑

𝜋

2
𝑜

=
𝜋

2
+

𝜋𝑚

8
+

9𝜋𝑚2

64
+

25𝜋𝑚3

512
+ ⋯  

=
𝜋

2
(1 +

𝑚

4
+

9𝑚2

64
+

25𝑚3

256
+ ⋯ )                 (۴) 

 صورت ذیل تبدیل  ود:هتوان بسلسله توانی فوق را می

 𝐾 (sin2 (
𝜃𝑜

2
)) =

𝜋

2
(1 + sin2 (

𝜃𝑜

2
) (

1

2
)

2

+ sin4 (
𝜃𝑜

2
) (

1∙3

2∙4
)

2

+

sin6 (
𝜃𝑜

2
) (

1∙3∙5

2∙4∙6
)

2

+ ⋯ ) 

 گردد:صورت ذیل تبدیل میهبرحسب نتیجه فوق نسبت پریود در زوایای زیاد به کم ب

𝑇𝜃

𝑇𝑜
= (1 + sin2 (

𝜃𝑜

2
) (

1

2
)

2
+ sin4 (

𝜃𝑜

2
) (

1∙3

2∙4
)

2
+ sin6 (

𝜃𝑜

2
) (

1∙3∙5

2∙4∙6
)

2
+ ⋯ )        (۵) 

دارد. نتیجه فوق پریود دقیق اهتاازات یک تصــاعد عددی منظم از اعداد طاق و جفت را ارائه میکه 

ه را در هر زاویه می لهرقاصـ لسـ مذکور را تا لایتناهی ی دهد اما برای دریافت یک قیمت عددی باید سـ

sinفوق استفاده از انکشاف مکلورن  یامتداد داد. حل دیگرنتیجه (
𝜃𝑜

2
 ت:صورت ذیل اسهب (

sin (
𝜃𝑜

2
) =

1

2
𝜃𝑜 −

1

48
𝜃𝑜

2 +
1

3840
𝜃𝑜

4 −
1

455120
𝜃𝑜

6 + ⋯  
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𝜃𝑜  نهایی یک سلسله توانی از  ی ن در نتیجهآ  که وضع
 ید:آصورت ذیل برای نسبت پریود بدست میهب 2

𝑇𝜃𝑜

𝑇𝑜
= 1 +

1

16
𝜃𝑜

2 +
11

3072
𝜃𝑜

4 +
22931

1321205760
𝜃𝑜

6 + ⋯                            (۶) 

 (.3)کندن به صفر تقرب میآ ی بالای هاآنتو   ،برحسب رادیان است بنابراین 𝜃𝑜چون 

ــتفـاده از تقریـب ــاس میتودهـای مختلف انـالیا جـدا از نتیجـه فوق محققین مختلف بـا اسـ        هـای کـه براسـ

له لسـ باتی تحلیلی و و انکشـاف سـ ادهها و میتودهای محاسـ سـازی نتیجه فوق  ودند عددی سـعی در سـ

ی ســاده را نشــان دهد. در جدول ذیل نتای، تا با یک فرمول معین پریود اهتاازات زوایای بلند رقاصــه

 درج شده است:

 هاآن تیوریک یا تفریب تیوریکی پیشنهاد شده توسط نویسندگان با ذکر نام  ی چند نتیجه : ۱شمارهجدول 

 نتیجه پیش نهادی  نام محقق 

Bernoulli (۴) 𝑇𝜃 ≈ 𝑇𝑜 (1 +
𝜃2

16
) 

M.I. Molina(۵) 𝑇𝜃 ≈ 𝑇𝑜 (
sin(𝜃)

𝜃
)

−3/8

 

Kidd & Fogg (۶) 𝑇𝜃 ≈ 𝑇𝑜 (cos (
𝜃

2
))

−0.5

 

R.R.Parwani (۷) 𝑇𝜃 ≈ 𝑇𝑜 (sin (
√3𝜃

2
) /

√3𝜃

2
)

−0.5

 

F.M.S.Lima & P.Arun (8) 𝑇𝜃 ≈ 𝑇𝑜 (
ln (cos (

𝜃
2

))

cos (
𝜃
2

) − 1
) 

A.Cromer (۹) 𝑇𝜃 ≈ 𝑇𝑜

𝜋

4
log (16/ cos2 (

𝜃

2
) 

P.Amore،M.C. Valdonvinos،G.Ornelas &S.Z.Baraja 

(۹) 𝑇𝜃 ≈ 𝑇𝑜

𝜋

2
/√1 −

1

2
sin2 (

𝜃

2
) 

C.G.Carvalhaes & P.Suppes (۱۰) 𝑇𝜃 ≈ 4𝑇𝑜/ (1 + √cos (
𝜃

2
))

2

 

G.E.Hitt (۱۱) 𝑇𝜃 ≈ 𝑇𝑜(cos(𝜃/2))
−

1
2(cos(

𝜃
2))

1/8

 

 

ــه کنیم ایسـ ای، را در یـک گراف درج کرده و مقـ اه تـمام نتـ توان میاان اختلاف و انحراف از می  ،هرگـ

وردیم مشاهده  ود. نتای، تیوریک براساس یک آ دست  هتجربوی را که در لابراتوار فایک ب  ینتیجه

مده متفاوت خواهد آ دسـت هب از میاان تجربوی که مسـتقیما   مده و طبعا  آ دسـت هها بسـازیسـلسـله سـاده

درجه   ۹۰-۰در انتروال    چنینهمترین انحراف از گراف تجربوی است.  بود. اما بهترین نتیجه دارای کم

 گردد.نتای، تیوریکی اظهار نظر می یحاصل شده است و تنها دراین انتروال در بارهدیتای تجربوی 
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 عملی اجرای تجربه صورت : 3 شکل

 شود.سهم خطای تجربه نیا باید لحاظ گردد که با توجه به دقت دستگاه و دقت زاویه درنظر گرفته می

 ترتیب عملی
ــیلـه ــور نوری بـا  یبرای اجرای تجربـه جهـت انـدازگیری تغییرات زمـان بـه تـابع زاویـه از یـک وسـ ــنسـ     سـ

ورده شـده آ ترتیب اجرا  3شـکل  اسـتفاده شـده اسـت. دردرجه ۱سـن، با دقت ثانیه و زاویه  ۰.۰۰۱دقت 

سـازی خطا و تااید دقت در هر زاویه سـه بار عمل اهتااز تکرار و زمان اوسـط در نظر  برای کم اسـت.

 گرفته شده است. 

 و تحلیل  هایافته  ،نتایج
 نتای، اندازگیری شده در جدول ذیل درج شده است:

 : دیتای تجربی ۲جدول 

زاویه)درجه(
 

۵ ۱۰ ۱۵ ۲۰ ۲۵ 3۰ 3۵ ۴۰ ۴۵ ۵۰ ۵۵ ۶۰ ۶۵ ۷۰ ۷۵ 8۰ 8۵ 
پریود)ثانیه(
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 باشد:صورت ذیل میهگراف تغییرات مربع پریود به تابع زاویه ب

 

 تغییرات مربع پریود به تابع زاویه : گراف ۴ شکل

صــورت تصــاعدی زیاد هی اســت. با تااید زاویه اهتااز پریود نیا بیفیت مناســب یک فیت چند جمله

پوشـی اسـت. شـکل  گردد. مقداری انحراف در بعضـی زوایا ناشـی از خطای تجربه بوده و قابل چشـممی

ندگان مختلف مطابقت دارد. صـعود  هکلی گراف ب رام در زوایای کم  آ خوبی بر شـکل کلی گراف نویسـ

برای تحلیل دیتاهای   های فایک اسـت.تقریب خوب در زوایای کم ارائه شـده در کتاب یدهندهنشـان

 شده است. یک با دیتای تجربوی نتای، چندین تیوری را با نتای، حاصل از تجربه در یک گراف مقایسهتیور

 تجربوی ی های مختلف و نتیجه : گراف تغییرات پریود به تابع زاویه برای تیوری ۵ لشک
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ت  و برای بعضـیدر گراف فوق تغییرات برای بعضـی از تقریب خصـا  های تیوریک واضـح نیسـ  ها مشـ

ها نیاز اسـت تا شـکل را انحراف بعضـی از تقریب یگردد. برای مشـاهدهانحراف از تجربه مشـاهده می

  ود.درجه ملاحظه  8۰در نادیکی  تر نوعا  کم یبا دقت بیشتر و در ناحیه

ــده اســـت.آ  در شـــکل ذیل این فوک  بیشـــتر تجربی با نتای،   یگردد که نتیجهملاحظه می  ورده شـ

ابراین  Carvalhaes & Suppesو    Hittو      Parwaniتیوریـک   این   ،خیلی نادیـک اســـت و بنـ

ــبت به دیگر تیوریتیوری ــده تطابقت بیشــتری دارد و در انتروال های بیانها نس خوبی هاندازگیری بش

 تجربی را تشریح و توضیح  اید. یتواند نتیجهمی

 هم افتاده : دقت بیشتر برای جداسازی خطوط روی ۵شکل 
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درجه   ۴۵ها با تجربه توافق دارد اما در زوایای بالاتر از شـــود که در زوایای کم تمامی تیوریدیده می

انحراف    یشـود. هرگاه گراف را در ناحیهانحراف بیشـتر میانحراف شروع گردیده و با تااید زاویه این 

  شویم.تجربوی می یبیشتر متوجه تفاوت بین نتای، تیوریک و نتیجه ،زیاد درنظر بگیریم

ای تقریـب ــتر از  میاان خطـ ای بیشـ ای مختلف در زوایـ ــتر می  ۴۵هـ ــوعدرجـه بیشـ               گردد و این موضـ

تقریــب کــه در  از  بــهــای  گرفتــه  ــورت  نهــایی صـ فرمول  میهدریــافــت  ــت  تقریــب  یــد.آدســ                        دو 

Hitt     و𝐶𝑎𝑟𝑣𝑎𝑙ℎ𝑎𝑒𝑠 & 𝑆𝑢𝑝𝑝𝑒𝑠   کنیم.فوک  را بیشتر می  هاآنبرهم منطبق است و برای جدایی 

 گیرینتیجه
نویسـندگان مختلف برای  هدف از انجام این تحقیق دریافت عملی بهترین تریب ارائه شـده از سـوی 

دســت  ههای خوب را بی ســاده بود که توانســتیم این تقریبپریود اهتاازات زاوایای بارگ در رقاصــه

 𝐻𝑖𝑡𝑡و ,𝐶𝑎𝑟𝑣𝑎𝑙ℎ𝑎𝑒𝑠 & 𝑆𝑢𝑝𝑝𝑒𝑠   𝑃𝑎𝑟𝑤𝑎𝑛𝑖 خط گردد که خط تجربوی و سـهملاحظه می وریم.آ 

 خیلی نادیک است.

ــبتا   ــه تقریب میخوبی می با دقت نس خوبی هدرجه ب  ۹۰-۰تواند در انتروال  توان اظهار  ود که این س

ادهچون تقریب  برقرار اسـت. له سـ لسـ اس یک سـ ازیهای دیگر براسـ مده پ  معیارهای  آ دسـت هها بسـ

 دسـتهخوبی ب نتای، لابراتواری با دقت نسـبتا   ها باید منطقی باشـد.سـازی و یا انکشـاف تیوریسـاده

 های بعدی باشد.تواند مورد اطمینان برای نتای، و یا بحثده و میمآ 

 هاپیشنهاد
انتروالتیوری .۱ بنــابراینهــای مختلف برای  و  ــت  اســ برقرار  معینی         توانــدمی  هــاآندقــت    ،هــای 

 محدود باشد.

الاستیسیتی سیستم و دقت  ،نتای، تجربی باید با ملاحظات و شرایط معلوم مثل اثر مقاومت هوا .۲

 اندازگیری زمان و غیره درنظر گرفته شود. یوسیله

 در محاسبات از دقت معینی استفاده گردد و رانداوف کردن نیا برقرار شود تا اعداد طویل نگردد. .3

گیری صورت گرفته خوب بوده و نتای،  هبا توجه به وسایل موجود در لابراتوار فایک دقت انداز  .۴

 ن باشد. امرجع برای دیگر محققتواند ن میآ 
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