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 چکیده
کنیم. به این موضــوع خواهیم پرداخت که  در این مقاله اصــل انتخاب و اصــول دیگر معادل آن را بررســی می

شد، بر اساس اصل انتخاب، قابل بیان ها واضح و آشکارا  فرض میهای ریاضـی که تا سالگیریخیلی از نتیجه

ند( از ده جعبه اسـت. انتخاب ده عدد اوی باشـ اده و ابتدایی اسـت. این انتخاب    ی)لازم نیسـت غیر مسـ کاری سـ

مفاهیم فوق، گرد اصـل به نام اصـل    یهنباشـد. همها نامتناهی اسـت، ممکن اسـت واضـح  که تعداد انتخابوقتی

ــیچرخد. در این مقالهانتخاب می ــل انتخاب را با اثبات دقیق ارائه و هم چنان چند قض ــول معادل اص   یه ، اص

 کنیم.های آن اثبات میهای دیگر ریاضی را به کمک اصل انتخاب و معادلمهم مربوط به قسمت

 زنجیر ؛لیمای زرن؛ هاسدورفاصل ماکایمالیتی ؛ی توکیلیما ؛اصطلاحات کلیدی: اصل انتخاب

 

Application and Equivalents of the Axiom of Choice 
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Abstract 

In this article, we examine the Axiom of choice and other equivalent principles. We will 

deal with the fact that many of the mathematical conclusions that were taken for granted 

for years can be expressed on the basis of the principle of choice. Choosing ten numbers 

(they do not have to be unequal) from ten boxes is simple and basic. This choice may not 

be obvious when the number of choices is infinite. All of the above concepts revolve 

around the principle called the Axiom of choice.  In this article, we present the principles 

equivalent to the principle of choice with precise proof. We also prove some important 

theorems related to other parts of mathematics with the help of the principle of choice 

and its equivalents. 

Keywords: The Axiom of choice; Tukey’s Lemma; Hausdorff Maximality Principle; 
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 مقدمه

ضـی بر اسـاس آن  اصـل انتخاب یکی از اصـول اسـاسـی و مهم اسـت که یک تعداد زیاد از نتایر  ریا

مفروض  𝐴𝑛، ... و 𝐴1  ،𝐴2سـت غیرخالی   𝑛برای بیان دقیق مسـأله، فرض کنیم   .باشـدقابل بیان می

𝐴1را چنان بیابیم که،  𝐴خواهیم ست هستند. می ∩ 𝐴 ≠ ∅ ،𝐴2 ∩ 𝐴 ≠  ، ... و∅

 𝐴𝑛 ∩ 𝐴 ≠ دهیم. چون پذیر اسـت. حال یک روش را ارائه می. این کار به طرق مختلف امکان  ∅

𝐴1 ≠ 𝑎1، ما ∅ ∈ 𝐴1 کنیم. را اختیاری انتخاب می 

𝑎1اگر  ∈ 𝐴2 گاه  آن  ،𝑎2 = 𝑎1  اگر .𝑎1 ∉ 𝐴2   ،باشـــد، در این صـــورت مانند قبل𝑎2 ∈ 𝐴2  

تقراء تکرار میانتخاب می ود. این روش را به اسـ ت  کنیمشـ , 𝑎1}صـورت را به  𝐴و سـ 𝑎2 , … , 𝑎𝑛} 

 شرایط خواسته شده را دارد.  𝐴گیریم. روشن است که درنظر می

𝑎𝑖در روش دوم،   ∈ 𝐴𝑖    برای𝑖 = 1,2, … 𝑛  اری انتخـاب می ه طور اختیـ اییم. در روش اول بـ نـم

  𝑛∈𝑁{𝐴𝑛}های غیر خالی  تری به دست آید. حال فرض کنیم ترادف ستممکن است ست کوچک

جا هم مشـکلی موجود نیست، کافی است اول با شرایط قبل مطلوب باشـد. در این 𝐴داده شـده و سـت  

𝑎1 ∈ 𝐴1 ی دوم انتخاب شــود. در مرحله𝑎2 ∈ 𝐴2  دهیم . به گاینش کرده، این کار را ادامه می را

ها نامتناهی اسـت. حال آید . تنها مشـکل آن اسـت که تعداد عملبه دسـت می  𝐴رسـد سـت نظر می

𝑞را برای هر    𝐴𝑞های غیرخالی فرض کنیم که فامیل غیرخالی از ست ∈ ℚ  داده باشد. در این حالت

از کدام سـت انتخاب شـود. اما این جا هم   عنصـرول کدام  توان اسـتفاده کرد، چرا که ااز روش قبل نمی

ــتفاده از نمایش اعداد ناطق به صــورت می فری(، مســأله را حل  ه یکســرتوان به روش دیگری )اس

ــت  کاربردی ندارد، اما به نظر می  𝑟∈𝑅(𝐴𝑟)کرد. این روش برای فامیـل   ــد که یافتن سـ بدیهی  𝐴رسـ

 ای حالات مانند حالت اخیر، زبان منطق مشترکی ارائه گردد.است. هدف در این جا این است که بر 

 ی موضوعپیشینه
تدالال ، گبوری کانتور تلویحا  ۱۸۸۰ی در اوایل دهه ایا بهاسـ کار برده بود که های در اثبات بعضـی قضـ

ضـوع قوی جدیدی به کار  اسـاسـا   معادل با اصـل انتخاب بودند اما او توجه نداشـت که یک اصـل مو

−۱۸۷۱)تسـرموو، ارنسـت ۱۹۰4برد. در  می  بعداز مطالعات دقیق، اصـل انتخاب را صریحا    (۱۹۵۳

ترتیب کردن حتی سـت ترتیبی اسـتفاده کرد. چون برای خوشی خوشعنوان کرد و آن در اثبات قضـیه

یهاعداد حقیقی هیچ راهی پیدا نشـده اسـت، علیمعروف  ترتیبی، تا مدت حد ی خوشرغم حکم قضـ

نوشـته شـد.  تسـرمووی برهان  اقل شـش سـال بعد از ظهور این قضـیه، مقالات انتقادی زیادی در باره

خاب پذیرفتند که اگر اصل موضوع انتحال اکثر منتقدین باید میاکثرا  اصل انتخاب را رد کردند. با این
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ــیـهکردنـد، نمیرا قبول می ــملو برای قضـ اهی در برهـان تسرـ ــتبـ ــتنـد اشـ ابنـد، ی خوشتوانسـ      ترتیبی بیـ

رسـید که فقط نظر میشـد. بهترتیبی به انتقاد از اصـل انتخاب منجر میی خوشبنابراین، انتقاد از قضـیه

 دو راه وجود دارد:

های وجودی محض شـدنی را بپذیریم و نتیجهتههای سـاخاصـل را براین بگذاریم که تنها نتیجه .الف

شـوند که خارج از حسـاب، تنها قدر محدود میهای ریاضـیات آنها و عرصـهروش گاه  آنرا نپذیریم، 

 توان بررسی کرد.های بسیار کوچکی را میزمینه

نتیجه،  شـدنی و وجودی محض از جمله اصـل موضـوع انتخاب، را بپذیریم و در  های سـاختهنتیجه. ب

ضـیات بپردازیم. برای این که بتوان مشـخص کرد که پیروی از  یبه حل مسـا ل بیشـتر و توسـعه دادن ریا

 کدام روش عاقلانه است، باید قبلا  به دو سؤال مشکل زیر توجه شود:

ضــوع موجود مســتقل اســت، یا به وســیله .۱ ضــوع آیا اصــل انتخاب از اصــول مو ی دیگر اصــول مو

 شودیموجود ریاضی ثابت می

ضــی ســازگار اســت یا ممکن اســت افاودن اصــل . ۲ آیا اصــل انتخاب با دیگر اصــول کلاســیک ریا

 انتخاب به دیگر اصول موضوع کلاسیک ریاضی، موجب به وجود آمدن تناقض شودی

ضــی های این دو ســؤال کوشــش فراوان نمودند. چندین ســال دانان زیادی برای رســیدن به جوابریا

ضــوع انتخاب به دیگر اصــول ( با اثبات این۱۹۰۶ودل )، کورت گ ۱۹۳۸بعد، در   که افاودن اصــل مو

ضــی هیچ تناقضــی ایجاد نمی ضــوع موجود ریا ــؤال دوم جواب داد. کشــف گودل، به مو کند، به س

ضـی و بجامعه تفادهه  ی ریا ل موضـوع انتخاب، اطمینان زیادی داد. اما خصـوص به اسـ کنندگان از اصـ

ــؤال او  ــخ به س ــؤال  ، پل کوهن کاملا ۱۹۶۳لاخره، در  اچنان ادامه یافت. با ل همتحقیق برای پاس به س

جواب داد. او ثابت کرد که اصل موضوع انتخاب در حقیقت از دیگر اصول موضوع موجود، مستقل 

ضـوع انتخاب را نمی توان به عنوان یک قضـیه با اسـتفاده از اصـول اسـت. به عبارت دیگر، اصـل مو

کرد. امروزه اصـل موضـوع انتخاب را به عنوان یک اصـل جدید اکثرا  موضـوع کلاسـیک ریاضـی ثابت 

ی امتناهی، جبر جدید و عرصهن  ی اعداد اصلی و ترتیبیپذیرفته اند، و در آنالیا حقیقی جدید، نظریه

 .(4) شودوسیعی از توپولوژی از این اصل بیشتر استفاده می

 اصل انتخاب
را  ی آنها را تعریف کرده، سـپس رابطهسـتخواه از ی دلخانوادهدر این قسـمت، ابتدا حاصـل ضرب  

 کنیم. با اصل انتخاب بیان می
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ــت و  I: اگر تعریف ــط عناصر  خانواده 𝑖∈𝐼{𝐴𝑖}یک س ــده توس ــد،  Iی اندکس گااری ش  گاه آنباش

∏صــورت ی اندکس دار بهحاصــل ضرب دکارتی این خانواده 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  ــان داده، و به صــورت زیر  نش

 کنیم:تعریف می

                                       ∀𝑖 ∈ 𝐼   , 𝑓(𝑖) ∈ 𝐴𝑖} ∏ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 = {𝑓 ∈ (∪𝑖∈𝐼 𝐴𝑖)𝐼:    

𝐼اگر  =  باشد. می این حاصل ضرب خالی گاه آنها خالی باشد،  𝐴𝑖یا یکی از  ∅

𝐼طور نمونه فرض کنیم به = {1 , 2 , , 𝐴3های  ، و سـت{3 𝐴2 , 𝐴1 خواهیم داده شـده اسـت. می

∏ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ی توابع تعریف شـده را به دسـت آوریم. طبق تعریف بالا این حاصـل ضرب برابر سـت همه

𝑓(1)است که  {1,2,3}روی ست سه عنصری  ∈ 𝐴1 ،𝑓(2) ∈ 𝐴2  و𝑓(3) ∈ 𝐴3 . 

∏ 𝐴𝑖

3

𝑖=1

= {𝑓 ∈ (𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3){1,2,3}: 𝑓(1) ∈ 𝐴1  , 𝑓(2) ∈ 𝐴2 , 𝑓(3) ∈ 𝐴3} 

, ۲پس هر عنصر این ست، تابع است که باید سه قیمت آن در اعداد   معین شود. ۳و  ۱

دهیم. در اصـل خود تابع را نشـان می 𝑓3را به    𝑓(3)و  𝑓2را به    𝑓1 ،𝑓(2)را به    𝑓(1)برای آسـانی  

𝑓به صورت  = (𝑓1 , 𝑓2 , 𝑓3)شود. دهیم. از این جا تساوی زیر حاصل می، نمایش می 

 ∏ 𝐴𝑖
3
𝑖=1 = {(𝑓1 , 𝑓2 , 𝑓3): 𝑓1 ∈ 𝐴1 , 𝑓2 ∈ 𝐴2 , 𝑓3 ∈ 𝐴3} = 𝐴1 × 𝐴2 × 𝐴3 

ها تعمیم حاصــل ضرب دکارتی ی از ســتیتوان نتیجه گرفت که حاصــل ضرب خانوادهاز این جا می

∏ضرب   خواه حاصــلدل عنصــرهمین خاطر هر  تعداد متناهی ســت اســت. به 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 صــورت به

(𝑓𝑖)𝑖∈𝐼 شود.هم نشان داده می 

 دهیم.حال تعریف دقیق از اصل انتخاب ارائه می

ــل انتخـاب(: 𝐼اگر   تعریف )اصـ ≠ 𝑖و برای هر   ∅ ∈ 𝐼  ،𝐴𝑖 ≠ ∏  گاه  آن،  ∅ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ≠ توان آن را می .∅

 های غیرخالی، غیرخالی است. ی غیرخالی از ستبه این صورت بیان کرد که حاصل ضرب خانواده

𝑖در حالت خاص اگر  ∈ 𝐼 ≠ ∅ ،𝐴𝑖 = 𝐴 ≠ 𝐴𝐼 گاه آنباشد،  ∅ ≠ ∅ (۳). 

ت 𝐴به عبارت دیگر اگر  کل از سـ ت غیرخالی متشـ د، یک سـ ت   گاه  آنهای غیرخالی باشـ  𝐶یک سـ

 .شودحداقل یک عنصر را شامل می 𝐴وجود دارد طوری که از هر عنصر 

ــت غیرخالی   تعریف: :𝑓تابعی      𝐴تابع انتخاب برای یک س 𝑃(𝐴) ∖ {  } → 𝐴    ــت طوری که اس

𝐵برای هر  ∈ 𝑃(𝐴) ∖ {  }  𝑓(𝐵) ∈ 𝐵   , (۲). 
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های غیرخالی باشــد، یک ســت غیرخالی متشــکل از ســت  𝐴کند که اگر  اصــل انتخاب بیان می  أء ،بن

:𝑓یک تابع   گاهآن 𝐴 → ⋃ 𝐴𝑖𝐴𝑖∈𝐴برای هر، که، وجود دارد طوری𝑋 ∈ 𝐴  𝑓(𝑋) ∈ 𝑋 (۱). 

 کنیم:در این قسمت برای درک بهتر، تعاریف زیر را یادآوری می

,𝑃)اگر   تعریف: 𝐴و  یک سـت مرتب قسـمی (≥ ⊆ 𝑃  ،گاه  آنباشـد 𝑢 ∈ 𝑃    یک سرحد بالایی𝐴 

𝑥شـود، هر گاه برای هر  نامیده می ∈ 𝐴 :داشـته باشـیم ،𝑥 ≤ 𝑢  ،عنصـر  𝑚   از𝐴 (𝑃)   عنصـریک  

اکایمال   ده می  𝐴(𝑃)مـ امیـ اه از دو شرط  نـ ــود، هر گـ 𝑥)شـ ∈ 𝑝)𝑥 ∈ 𝐴    و𝑚 ≤ 𝑥  تســــاوی ،

𝑥 = 𝑚 شــود. در این نتیجه شــود. به صــورت مشــابه، سرحد پایین و مینیمال یک ســت تعریف می

  .(۷) است ⊇ها همان ترتیب ی ستمقاله تنها ترتیب روی خانواده

 پردازیم. ی فامیل متناهی میحال به تعریف خانواده

𝐴نامیم، هر گاه میی مشـخصـه متناهی  ها را خانوادهاز سـت  ℑی  خانوانده  تعریف: ∈ ℑ  باشـد: اگر و

 باشد. ℑدر  𝐴های فرعی متناهی ی ستتنها اگر همه

,𝑃)فرض کنیم  شـود، هر گاه زنجیر نامیده می 𝑃از   𝐶باشـد. سـت فرعی  یک سـت مرتب قسـمی  (≥

ــ   ه برای    𝐶هر دو عنصرـ ا کـ ه این معنـ د. بـ ــنـ اشـ ایســـه بـ ل مقـ ابـ  ــقـ د    𝐶هر دو عنصرـ اننـ                     ، 𝑐2و    𝑐1مـ

𝑐1باید  ≤ 𝑐2   یا𝑐2 ≤ 𝑐1    اگر .ℜ  ــت ــد، فامیل از سـ ــود. مرتب می ⊇با ترتیب    گاه آنها باشـ   شـ

𝐶 ،𝐶1 از  𝐶2و   𝐶1عنصرررت نامیم، هر گاه برای هر دو  ℜرا زنجیری در   ℜاز   𝐶فامیل فرعی  ⊆ 𝐶2  

𝐶2یا  ⊆ 𝐶1  . 

ه عنوان   ال،بـ هℜفرض کنیم    مثـ ه، گردایـ اهی  ی ســــتی همـ ای فرعی متنـ ل   ℕهـ امیـ اشــــد. این فـ      بـ

نیسـت )سـت  ℜدر   ℕبوده اما  ℜدر   ℕهای فرعی متناهی  ی سـتمشـخصـه متناهی نیسـت، زیرا همه

 اعداد طبیعی نامتناهی است(.

∪ گاه آنیک زنجیر در آن باشد،  𝐶ها و فامیل مشخصه متناهی از ست ℑفرض کنیم  لیما: 𝐶 ∈ ℑ  

∪کافی است نشان دهیم هر ست فرعی متناهی    اثبات: 𝐶   درℑ  است. فرض کنیم{𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛} 

∪خواه  ســت فرعی متناهی دل 𝐶 های باشــد. بنابراین، ســت𝑐1 ،𝑐2  و ... ،𝑐𝑛   در𝐶  چنان موجود

ــت که 𝑐1  اسـ ⊆ 𝐶1 ،𝑐2 ⊆ 𝐶2 و ... ،𝑐𝑛 ⊆ 𝐶𝑛  اما .𝐶1 ،𝐶2 و ... ،𝐶𝑛   ــه اند. پس باهم قابل مقایسـ

𝐶𝑖0ها مانند یکی از آن
,𝑐1}توان نتیجه گرفت که جا میشامل بقیه است. از این  𝑐2, … , 𝑐𝑛} ⊆ 𝐶𝑖0

 .
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𝐶𝑖0جا که، از آن
اســت، پس هر ســت فرعی متناهی آن از جمله،  ℑفامیل مشــخصــه متناهی   عنصر ــ  

{𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛}  درℑ (۳شود )است و قضیه ثابت می. 

 اصل انتخاب و اصول معادل آن
اید بیشـتر از خود اصـل ظاهرا  آشـکارای انتخاب، معادل ند. شـ ته باشـ های غیر آشـکارای آن کاربرد داشـ

 نماییم.اصول را بیان و معادل بودن شان را نیا ثابت میدر این بخش هر یک از این 

 .(۶مشخصه متناهی دارای عنصر ماکایمال است ) فامیلهر  لیمای توکی:

ت فامیلچون اعضـای   خصـه متناهی سـ تند، ترتیب روی آن  مشـ ت .  ⊇ها هسـ ماکایمال در    عنصر ـاسـ

ــت مـاننـد  فـامیـلاین گ  ــت دیگر   فـامیـلاز آن   𝑀؛ یعنی سـ در   𝐴مـاننـد    فـامیـلی از آن  طوری کـه اگر سـ

𝑀شرط  ⊆ 𝐴  ،گاه آنصادق بود 𝐴 = 𝑀 . 

مشخصه  فامیلباشد. قبلا  دیدیم که این  ℕهای فرعی متناهی  ی ستهمه فامیل،  ℜمثال، فرض کنیم  

ماکایمال آن باشد، با   عنصتعنصر ماکایمال هم ندارد، زیرا اگر ست متناهی   فامیلمتناهی نیست. این  

 است. یک تناقضتر خواهیم رسید که به ست باری دیگری از اعداد طبیعی به آن، عنصرکردن  اضافه

,𝑃)فرض کنیم  یک زنجیر ماکایمال در آن اسـت. هر    𝐶باشـد، گوییم   سـت مرتب قسـمییک   (≥

ضــافه کردن عضــو دیگری از زنجیر بوده، مجموعه  𝐶گاه  به آن زنجیر نباشــد.   𝑃ی حاصــل از آن با ا

 قابل مقایسه نیست. 𝐶جدید با حداقل یکی از عناصر این بدان معناست که عنصر

 ، دارایی یک زنجیر ماکایمال است. ست مرتب قسمیهر  هاسدورف: اصل ماکزیمالیتی

  عنصرر که در آن هر زنجیر یک سرحد بالا داشـته باشـد، دارای   سـت مرتب قسـمیهر   لیمای زرن:

 ماکایمال است.

 (.۹) ترتیب کردتوان خوشهر ست را می ترتیبی:ی خوشقضیه

 ترتیب است. ترتیب، خوشخواه ترتیبی وجود دارد که آن ست با آن به این معنا که برای هر ست دل

ته های قبلی، پنر اصـل را بیان کردیم اگر چی که ممکن اسـت روی آندر بخش ها نام اصـل را نگذاشـ

گفتیم اصــل توکی. ثابت شــده ها لیمای توکی گفتیم، در حالی که باید میباشــیم. مثلا نام یکی از آن

تقل از اصـول دیگری ریاضـی اسـت و قبول   و رد آن تأثیری بر علم ریاضـی  اسـت که اصـل انتخاب مسـ

ــول و در نتیجه قبول بقیهنمی ــیهگذارد. البته قبول یکی از این اص ــول )طبق قض ی بعد( معادل،  ی اص

گردد. در سـطح ریاضـی مقدماتی، این اصـول را دانسـته در های ریاضـی میتر شـدن اثباتباع  راحت

 .(۵) گیریمنظر می
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  :اصول زیر معادل اند قضیه:

 ــ  .الف انتخـاباصــ توکی  .ب،  ل  ــل مـاکایمالیتی  .ج  ،لیمای  ــدورفاصــ ،                     لیمای زرن   .د،  هـاســ

 ترتیبی خوش یقضیه. ـه

 کافی است نشان دهیم که:  اثبات:

 الف: ⇐ه:  ⇐د:  ⇐ ج: ⇐: ⇐ بالف:                                           

 تر است.  های بعدی سادهاثبات است، اثبات قسمتی اول ترین قسمت اثبات، مرحلهطولانی

ل فرعی   امیـ دا فـ –در این بخش ابتـ 𝑓    ابع ایی را برای تـ ل ســـت  𝑓القـ امیـ ل از یـک فـ امیـ ه یـک فـ ا بـ       هـ

ت اول ــمـ ــپس قسـ ه  فرعی آن را تعریف کرده، سـ اب اســـت( را )لیمای توکی نتیجـ             ی اصـــل انتخـ

 (.۸کنیم )اثبات می

ــت 𝐴فرض کنیم    تعریف: ــد. یک  𝐵به  𝐴تابع از   𝑓، یک فامیل فرعی آن و 𝐵ها و فامیل از سـ باشـ

–را  𝐴از  ∮فامیل فرعی  𝑓 :القایی نامیم، هر گاه در سه شرط زیر صدق کند 

∅ الف. ∈ ∮)𝑓 .ب     ∮ ) ⊆ ∪گاهآنباشد  ∮یک زنجیر در  βاگر . ج      ∮ 𝛽 ∈ ∮  

𝐴مبین این حقیقت است که اگر  «ب» قسمت ∈ 𝑓(𝐴)گاهآنباشد،  ∮ ∈ ∮. 

ــت، فامیل همه𝐴نمونه، فرض کنیم   طوربه ــد، ی س :𝑓های فرعی متناهی اعداد طبیعی باش 𝐴 → 𝐴   

ــابطــه ضــ ــا  𝑓(𝐴)ی  ب = 𝐴    فــامیــل ــت.  اســ –مفروض  𝑓،𝐴    ــا ب زیرا  ــت.  نیســ زنجیر                              القــایی 

β = {∅،{1}،{1,2}،… ،{1,2, … ،𝑛}،… ∪است، اما  Aدر   { β = ℕ  در𝐴 .نیست 

𝐵  :تذکر = {∅, {1}} ،−𝑓  .القایی است 

 پردازیم.می، شود(اینک به اثبات قسمت اول قضیه )لیمای توکی از اصل انتخاب نتیجه می

     موجود  Ƒفرض کنیم لم توکی درســت نباشــد، پس یک فامیل غیرخالی و مشــخصــه متناهی به نام  

ابراین، برای هر   ــت. بنـ اکایمال نیسـ ــ مـ ــت کـه دارای عنصرـ 𝐹اسـ ∈ Ƒ  ل امیـ ا تعریف زیر    𝐴𝐹، فـ     بـ

 :غیرخالی است

                                                 𝐴𝐹 = {𝐸 ∈ Ƒ: 𝐹 ⫋ 𝐸}   

∅چون  ∈ Ƒ  ،روشـن اسـت که  گاه  آن{𝐴𝐹}𝐹∈Ƒ  های غیرخالی اسـت. بنابرفامیل غیرخالی از سـت  

 اصل انتخاب تابع غیرخالی زیر موجود است:

                                              𝑓: Ƒ →∪𝐹∈Ƒ 𝐴𝐹 ∶ 𝑓(𝐹) ∈ 𝐴𝐹  
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𝐹، برای هر  𝑓نظر به تعریف  ∈ Ƒ :داریم ،𝐹 ⫋ 𝑓(𝐹)    از طرفی با توجه به مشخصه متناهی بودن .

Ƒ   و تعریف𝑓 ،Ƒ   فامیل– 𝑓  القایی اســت. فرض کنیم𝑢 های ی فامیلکلاس همه– 𝑓    ،القایی باشــد

Ƒروشن است که  ∈ 𝑢  و در نتیجه∮
0

 ، غیرخالی است.𝑢های در ی فامیل، اشتراک همه

                                ∮
0

=∩ 𝑢 = {𝐴́:  ∀𝐴 ∈ 𝑢: 𝐴́ ∈ 𝐴}  

∮
0

–ترین فامیل ، کوچک 𝑓  ــت، بنابراین، برای هر –القایی اس 𝑓 القایی𝐴 :داریم ،∮
0

⊆ 𝐴  حال ،

 کنیم:صورت زیر تعریف میرا به ℋی  گردایه

                      ℋ = {𝐴 ∈ ∮
0

:  𝐵 ∈ ∮
0
،𝐵 ⫋ 𝐴 ⟹     𝑓(𝐵) ⊆ 𝐴}   

𝐴کنیم اگر  ثـابـت می ∈ ℋ  و𝐶 ∈ ∮
0

𝐶 گـاه آن،   ⊆ 𝐴  یـا𝑓(𝐴) ⊆ 𝐶   برای اثبـات، برای هر .𝐴 

 کنیم: صورت زیر تعریف میرا به 𝑦𝐴 فامیل، ℋعضو  

                              𝑦𝐴 = {𝐶 ∈  ∮
0

: 𝐶 ⊆ 𝐴 𝑜𝑟 𝑓(𝐴) ⊆ 𝐶}    

 𝑦𝐴    فامیلی– 𝑓  القایی سـت فرعی∮
0
𝑦𝐴اسـت، بنابراین،    = ∮

0
ℋدهیم  . حال نشـان می   ⊆ ∮

0
 ،

−𝑓 القایی بوده و در نتیجهℋ = ∮
0

 . 

∅و قانون انتفای مقدم،  ℋهیچ ست فرعی خاص ندارد و بنابر تعریف  ∅ الف. ∈ ℋ . 

𝐴فرض کنیم    .ب ∈ ℋــان می ه  ، نشـ 𝑓(𝐴)دهیم کـ ∈ ℋ   ــان دهیم اگر د نشـ ایـ ار بـ . برای این کـ

𝐵 ∈ ∮
0

𝐵و    ⫋ 𝑓(𝐴)  ،گاه  آنباشـد 𝑓(𝐵) ⊆ 𝑓(𝐴) فرض کنیم ،𝐵 ∈ ∮
0

𝐵و    ⫋ 𝑓(𝐴) .

𝐵چون  ∈ ∮
0

= 𝑦𝐴 ،گاه آن 𝐵 ⊆ 𝐴  یا𝑓(𝐴) ⊆ 𝐵 . 

𝐵اما با توجه به    ⫋ 𝑓(𝐴)   حالت𝑓(𝐴) ⊆ 𝐵   غیر ممکن اســـت و  در نتیجه𝐵 ⊆ 𝐴 جا . از این

ت داریم   الـ 𝐵دو حـ ⫋ 𝐴    ا 𝐵یـ = 𝐴    اگر .𝐵 ⫋ 𝐴  اه  آن ه تعریف    گـ ه بـ ا توجـ ℋ  ،𝑓(𝐵)بـ ⊆

𝐴 ⊆ 𝑓(𝐴)   و در نتیجه𝑓(𝐵) ⊆ 𝑓(𝐴)  ،و بنابراین𝑓(𝐴) ∈ ℋ اگر ،𝐵 = 𝐴 روشــن اســت ،

𝑓(𝐵)که  ⊆ 𝑓(𝐴)  ،و بنابراین𝑓(𝐴) ∈ ℋ .  پس اگر𝐴 ∈ ℋ ،گاه آن 𝑓(𝐴) ∈ ℋ. 

د نشـــان داد اگر    .ج ایـ اشـــد،    ℋزنجیری در    𝛽بـ اهآنبـ ∪  گـ 𝛽 ∈ ℋ    ه 𝐵فرض کنیم کـ ∈ ∮
0

و    

𝐵 ⫋∪ 𝛽  چون .𝐵 ∈ ∮ = 𝑦𝐴  برای هر𝐴 ∈ 𝛽 ،افتد:دو حالت اتفاق می گاه آن 

۱ )𝐵 ⊆ 𝐴   ؛∃𝐴 ∈ 𝛽   ۲یا )𝑓(𝐴) ⊆ 𝐵  ؛∀𝐴 ∈ 𝛽  

 رسیم:به تناقض زیر می گاه آناگر حالت دوم اتفاق بیفتد، 

                                                   B ⫋∪ β ⊆∪A∈β f(A) ⊆ B      
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𝐴افتد. پس برای یک بنابراین، حالت اول اتفاق می ∈ 𝛽:داریم ،  𝐵 ⊆ 𝐴   اگر .𝐵 ⫋ 𝐴   د، چون باشـ

𝐴 ∈ ℋ  پس ،𝑓(𝐵) ⊆ 𝐴 ⊆∪ 𝛽  بنــابراین 𝑓(𝐵)  و  ⊆∪ 𝛽این از  رابطــه،  ∪  جــا  𝛽 ∈ ℋ    نتیجــه

𝐵اگر  شود. می = 𝐴  ،گاه  آن 𝐵 ∈ ℋ  و∪ 𝛽 ∈ ∮
0

= 𝑦𝐵   .این غیرممکن است، چون 𝑓(𝐵) ⊆∪ 𝛽 .

∪ شود کهنتیجه گرفته میجا ایناز  𝛽 ∈ ℋ  وℋ  یک– 𝑓القایی است. بنابراین، ℋ = ∮  . 

کــامــل می را  اثبــات  اگر  حــال  𝐴کنیم.  ∈ ∮
0

= ℋ    و𝐵 ∈ ∮
0

= 𝑦𝐴  ،گــاه  آن  𝐵 ⊆ 𝐴   یــا

f(A) ⊆ Bی دوم و . اما به کمک رابطه𝐴 ⊆ 𝑓(𝐴)ی، رابطه 𝐴 ⊆ 𝐵  آید. بنابراین به دسـت می،  

∮
0
ــت. اگر     𝑀یـک زنجیر اسـ =∪ ∮

0
∮، چون  

0
–فـامیـل     𝑓 ــت، پس 𝑀القـایی اسـ ∈ ∮

0
. امـا   

𝑀 ⫋ 𝑓(𝑀) ∈ ∮
0

ه  𝑀. چون     اصر  اتحـاد همـ ∮ی عنـ
0
𝑓(𝑀)بوده و چون     ∈ ∮

0
ابراین    ،بنـ

𝑓(𝑀) ⊆ 𝑀 ( ۱و این یک نتاقض است.) 

 کنیم:در این قسمت سه استنتاج زیر را  ثابت می 

 .لیمای زرن  ⇐هاسدورف اصل ماکایمالیتی ⇐لیمای توکی  

 .اصل انتخاب  ⇐ترتیبی ی خوشقضیه

  :دهد(لیمای توکی، اصل ماکایمالیتی را نتیجه میاثبات )

,𝑃)فرض کنیم    𝑃های درون  ی زنجیرهمه فامیلرا   𝑦غیرخالی باشـد. اگر یک سـت مرتب قسـمی  (≥

ــت که گاه آندرنظر گیریم،   ــن اس ــت. از این فامیلیک   𝑦روش ــه متناهی اس ــخص جا نتیجه گرفته  مش

 دارای عنصر ماکایمال )زنجیر ماکایمال( است.  𝑦شود که می

  :دهد(اصل ماکایمالیتی، لیمای زرن را نتیجه میاثبات )

,𝑃)فرض کنیم  غیرخالی باشـد که هر زنجیر آن دارای سرحد بالاسـت. با   یک سـت مرتب قسـمی  (≥

یک   𝑚موجود اســت. فرض کنیم   𝑃در   𝐶هاســدورف، زنجیر ماکایمال  لیتیتوجه به اصــل ماکایما

ان می 𝐶سرحد بالای  د، نشـ ر 𝑚دهیم که باشـ د، پس   𝑃ماکایمال   عنصـ ت. فرض کنیم چنین نباشـ اسـ

𝑥چنان موجود اسـت که   𝑃در   𝑥عضـو   > 𝑚  روشـن اسـت .𝐶́ = 𝐶 ∪ {𝑥} ≠ 𝐶  یک زنجیر در

𝑃  است که با ماکایمالیتی𝐶 .متناقض است 

  :دهد(اصل خوشترتیبی، اصل انتخاب را نتیجه میاثبات )

𝐷  های غیرخالی باشـد. سـتغیرخالی از سـتفامیل  𝑖∈𝐼{𝐴𝑖} فرض کنیم =∪𝑖∈𝐼 𝐴𝑖  ترتیبخوشرا  

:𝑓 کنیم. حال تابعمی 𝐼 → 𝐷 =∪𝑖∈𝐼 𝐴𝑖  یبا ضابطه 𝑓(𝑖) = 𝑚𝑖𝑛𝐴𝑖 موجود در ∏ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 .است 
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 :ی لیمای زرن است(ترتیبی نتیجهبرای اثبات )اصل خوش
دهیم که لیمای زرن،  داده، نشــان می  غیرخالی قرار  های مرتب قســمیســت فامیلیک ترتیب روی 

صـورت زوج متشـکل از سـت و های مرتب بهدهد. دراین جا سـتترتیبی را نتیجه میی خوشقضـیه

𝑃  عنصریترتیبی روی ست یک  شود. برای مثال، خوشنشان داده میترتیب روی آن   = {𝑥} باید ،

امل   𝑥شـ ≤ 𝑥  د و در نتیجه ترتیب ما به =≥صـورت باشـ {(𝑥 , 𝑥)} توان سـت  خواهد بود. پس می

, {𝑥})صورتمرتب فوق را به {(𝑥  , 𝑥)})  .نشان داد ،                                                                   

با ترتیب  𝑊مانند 𝑆ترتیب  های فرعی خوشی ســتهمهفامیل را   𝑍یک ســت باشــد.    𝑆فرض کنیم 

≤ 𝑊 ضـــیح قبـل می , {𝑥})گیریم. بـا توجـه تو {(𝑥  , 𝑥)}) ∈ 𝑍  برای هر𝑥 ∈ 𝑆   حـال ترتیـب≼  

, 𝑊1)کنیم که    دهیم. فرضقرار می 𝑍را بروی  , 𝑊2) و   (1≥ کنیم باشند، تعریف می  𝑍در    (2≥

(𝑊1, ≤1) ≼ (𝑊2, 𝑊1به این معناســت که  (2≥ = 𝑊2   عنصـرکه یا این  2≥=1≥و  𝑎   در𝑆 

 موجود است که:

                                       𝑊1 = {x ∈ 𝑊2:  𝑥 ≤ 𝑎  , 𝑥 ≠ 𝑎}  

𝑊1و  ⊆ 𝑊2 دراین صورت گوییم ،(𝑊2 , , 𝑊1)ی یک ادامه (2≥  است. (1≥

  :ی لیمای زرن است(ترتیبی نتیجهی خوشقضیه اثبات )

𝐶خواه غیرخالی اسـت، فرض کنیم   یک سـت دل  𝑆فرض کنیم  = {(𝑊𝑖, ≤𝑖)}𝑖∈𝐼   یک زنجیر در

𝑍    ابق ترتیـب ــد. قرار می≽مطـ اشـ 𝑊دهیم  بـ =∪𝑖∈𝐼 𝑤𝑖    و≤=∪𝑖∈𝐼≤𝑖ی  ، مجموعـه(𝑊, ≤)  

ریک    𝑍ترتیب اسـت. بنابراین، طبق لم زرن  خوش ,°𝑤)ماکایمال به نام   عنصـ °𝑊دارد.  (°≥ = 𝑆  

ــورت برای  ,زیرا در غیر این صـ 𝑥 ∈ 𝑆 − 𝑊° ــورت زیر روی   °≥ترتیبی  خوش °𝑊به صـ ∪ {𝑥} 

 موجو است. 

                                             ≤𝑥=≤°∪ {(𝑤 , 𝑥): 𝑤 ∈ 𝑊°}      

,°𝑊)این مطلب با ماکایمال بودن   متناقض است. (°≥

 کند.و این اثبات قضیه را تمام می 

 کابردها
های دیگر ریاضـی را های آن بعضـی قضـایای مهم شـاخهدر این بخش به کمک اصـل انتخاب و معادل

 نماییم.  ثابت می
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:fاگر  قضیه: A → B   .پوشا باشد، دارای معکوس راست است 

ــت، گردایه 𝑓چون  اثبات: ــاس ــتپوش f}های غیرخالیی غیرخالی از س −1({b})}b∈B   را در نظر

:g  گیریم. بنابراصــل انتخاب تابع انتخابمی B →∪b∈B f −1({b})   را با شرطg(b) ∈ f −1({b})  

aگیریم. امـا نظر  بـه تعریف هر در نظر می ∈ f −1({b})    در شرطf(a) = b ــت ــادق اسـ . از صـ

ه برای   aجملـ = g(b)  ی  رابطـهf(g(b)) = b  ــت می ه دسـ ــت کـه  آیـد. از اینبـ ضـــح اسـ جـا وا

g: B → A  معکوس راستf .است 

:fتابع  گاهآنست غیرخالی باشد  یک 𝐴اگر  قضیه: A → B   پوشا است اگرو تنها اگرImf = B  (۲.) 

ــد پس تـابع     fاگر  اثبـات: ــا بـاشـ :gپوشـ B → A     کـهوجود دارد طوریfog = idB      پس، برای

ر yهـ ∈ B،   f(g(y)) = y   ی مـ رار  مقـ یـ x،دهـ = g(y) ن رایـ ــابـ ن f(x)،  بـ = y    و B ⊆ Imf  

Imf رابطه ⊆ B   پس  ،نیا واضح استB = Imf  

Bبرعکس فرض کنیم   = Imf    برای هر .y ∈ B  ــت Ty سـ = {x ∈ A: f(x) = y}   غیرخـالی

ت   ت. بنابر اصـل انتخاب در مورد سـ ت تابع انتخاب Aاسـ :φ، این سـ P(A) ∖ {   } → A  خواهد

:g   داشت. حال تابع را B → A کنیمچنین تعریف می:  

∀ y ∈ B  (g(y) = φ(Ty) 

fogبرای تکمیل اثبات کافی است رابطه که = idB  را برسی کنیم. برای هرy ∈ B  داریم:   

(fog)(y) = f(g(y)) = f(φ(Ty)) 

φ(Ty)  از طرف دیگر نظر به تعریف تابع انتخاب اگر  = xگاهآن x ∈  Ty  پس 

(fog)(y) = f(x) = y 

 دارای پایه است. 𝔽 روی ساحه اسکالر  𝑉دهیم که هر فضای وکتوریکاربرد دیگر نشان میبه عنوان 

𝔽 𝐵روی سـاحه، 𝑉دانیم که برای فضـای وکتوری می ⫋ 𝑉   را یک پایه برای𝑉  نامیم، هر گاه عناصر

𝐵   ــتقل خطی بوده، برای هر 𝑣⃗مس ∈ 𝑉  ــت فرعی متناهی –، یک س 𝑚 ــری  𝑣به وکتور  𝑚)   عنص

ــتگی دارد( از   𝐵𝑣مانند   𝐵بسـ = (𝑣⃗1, 𝑣⃗2, … , 𝑣⃗𝑚}  و𝑚   ــکالر , 𝑓2اسـ 𝑓1 و ... ،𝑓𝑚    از𝔽   چنان

 موجود باشد که: 

                                             𝑣⃗ = 𝑓1𝑣⃗1 + 𝑓2𝑣⃗2 + ⋯ + 𝑓𝑚𝑣⃗𝑚  

 



 

 

 شمسی هجری 1400 سال (4) ۲ هشمار 330

 دارای پایه است.   𝔽روی ساحه اسکالر  𝑉هر فضای وکتوری  قضیه:

مشخصه  𝐴فامیلگیریم، را در نظر می 𝑉های فرعی مستقل  ی ستمتشکل از همه  𝐴ی  گردایه اثبات:

های متناهی است، زیرا اگر عناصر ستی مستقل خطی باشند، عناصر هر ست فرعی آن و از جمله ست

تقل خطی بوده و بر عکس، طبق تعریف، اگر هر سـت فرعی متناهی یک سـت،  فرعی متناهی آن مسـ

ــتقل خطی اند. طبق لیمای توکی،   ــت هم مس ــد، عناصر خود س ــتقل خطی باش ــردارای    𝐴مس   عنص

ت. طبق تعریف   𝐵ل ماکایما ان دهیم هر    𝐵عناصر    𝐴اسـ تقل اند. حال باید نشـ رمسـ  𝑣⃗مانند  𝑉  عنصـ

𝑣⃗اســت. اگر   𝐵 ترکیب خطی تعداد متناهی عناصر ∈ 𝐵    ،ضــح اســت، زیرا   گاه  آنباشــد حکم وا

𝑣⃗ = 1 𝑣⃗   فرض کنیم .𝑣⃗ ∉ 𝐵  که . با توجه به این𝐵   ،یک ســت مســتقل خطی ماکایمال اســت

ℋعناصر ســـت   = 𝐵 ∪ {𝑣⃗}  ــته اند. بنابراین، تعداد متناهی از عناصر موجود اســـت که   ℋوابسـ

,𝑣⃗1}صورت است. پس این ست وابسته به  𝑣⃗وابسته اند، حتما  یکی از این عناصر  𝑣⃗2, 𝑣⃗3, … , 𝑣⃗𝑚} 

,𝑣⃗1}بوده که  𝑣⃗2, … , 𝑣⃗𝑚}  یک ست فرعی𝐵 های جا اسکالراست. از این𝑓° ≠ 0، 

 𝑓2 , 𝑓1 و ... ،𝑓𝑚  :طوری موجود اند که 

                                           𝑓°𝑣⃗ + 𝑓1𝑣⃗1 + 𝑓2𝑣⃗2 + ⋯ + 𝑓𝑚𝑣⃗𝑚 = °  

°𝑓کـه بـا توجـه بـه این ≠ ــت کـه 0 ضـــح اسـ ــت و در نتیجـه   𝐵ترکیـب خطی عنـاصر  𝑣⃗، وا     یـک  𝐵اسـ

 است.   𝑉پایه برای 

اسـت.   𝑉یک سـت فرعی مسـتقل خطی 𝑆و   𝔽یک فضـای وکتوری روی سـاحه   𝑉فرض کنیم    قضـیه:

 موجود است.  𝑆شامل ست  𝑉ی برایدراین صورت پایه

باشــند   𝑆گیریم که شــامل  می 𝑉های مســتقل خطی در  ی ســترا متشــکل از همه 𝐴ی  گردایه اثبات:

𝐴روشن است که  ≠ ∅  𝑆 حد بالاست. فرض کنیم دارای یک سر  𝐴دهیم هر زنجیر در . نشان می ∋

{𝐻𝑖}𝑖∈𝐼  یک زنجیر در𝐴  ان می د، نشـ 𝐻دهیم که باشـ =∪𝑖∈𝐼 𝐻𝑖   .تقل خطی اسـت یک سـت مسـ

,𝑣⃗1}فرض کنیم  𝑣⃗2, … , 𝑣⃗𝑛} ⊆ 𝐻  از اینجا ،𝑛  اندکس𝑖2, 𝑖1 و .... ،𝑖𝑛   از𝐼   چنان موجود اســت

𝑣⃗𝑡که  ∈ 𝐻𝑖𝑡
𝐻𝑖1، چون 

 ،𝐻𝑖2
𝐻𝑖𝑛، ... و  

هسـتند. پس باهم مقایسـه شـده،   𝑖∈𝐼(𝐻𝑖)عناصر زنجیر  

𝐻𝑖𝑘ها مانند یکی از آن
 آید:دست میجا رابطه زیر بهتر است. از ایناز بقیه باری 

                                               {𝑣⃗1, 𝑣⃗2, … , 𝑣⃗𝑛} ⊆ 𝐻𝑖𝑘
    

𝐻𝑖𝑘و چون عناصر 
,𝑣⃗1}مســتقلند، پس عناصر     𝑣⃗2, … , 𝑣⃗𝑛}   مســتقل بوده، در نتیجه𝐻   یک ســت

ردارای  𝐴مسـتقل خطی اسـت. با توجه به لیمای زرن   رماکایمال اسـت. این   عنصـ ماکایمال یک   عنصـ

 (.۳است ) 𝑉پایه برای 
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 گیرینتیجه
ضــوعات برســی شــده در این اســاســی و مهم در اصــل انتخاب یکی از اصــول آید که جا بر میاز مو

 گردد.ریاضی است که تعداد زیاد از نتایر دیگر ریاضی بر اساس آن بیان و اثبات می

ضـی بوده و قبول و رد آن تأثیری بر علم  تقل از اصـول دیگر ریا ده اسـت که اصـل انتخاب مسـ ثابت شـ

صـول و در گذارد. این اصـل با چند اصـل معروف دیگر، معادل بوده و قبول یکی از این اریاضـی نمی

 گردد.های ریاضی میتر شدن اثباتی اصول معادل آن، باع  راحتنتیجه قبول بقیه
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