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 فردهلم دوهم ډول متجانسې انتګرالي معادلې حل   د

 7پوهنيار ثمرالدين جبران 

 یورکوونک : پوهنوال محمدخان حيدر تقريظ 

 لنډيز

انتګرالي معادلو په تيوري کژ زيات کار شــوی، او د  ې نژ له مخژ به دوه ډوله د یا وایو چژ ســاده ډلبندي   د

يژ د ولکيرا په معادلو کژ د اوليه شرايطو لرونکي مســايل او د فردهلم په معادلو کژ د سرحدي مســايلو لرونکي  

ت يژ وارزوو نو لازمه ده تر  و يژ کارنل  غواړو دغه ډول معادلژ ســاده ک و او بېلابېل حالا  مســايل دي. که و

ادلو پورې   ــو معـ انسـ ه دوهم ډول متجـ ان د فردهلم پـ ه اـ ه هم ترسره ک ې او دلتـ ه مو ددوی پرتلـ و ې و او دلتـ

ــيو باندې پيلوو او   ــاصـــی قيمتونو، اختصـــاصي وکتورنو او د هغوی اړونده قضـ محدودوو. دغه مقاله د اختصـ

 له شوې او پايلژ يژ لاسته راوړل شوې.دهغوی له  ې نژ وروسته دهغوی پرت

 ګانژتابع: انتګرالي معادلژ، ولکیرا، فردهلم، کارنل، اختصاصي قیمتونه، اختصاصي کلیدی اصطلاحات

 

Solution of Homogeneous Fredholm Integral Equations of the 

Second Kind 

Jr. Teaching Asstt. Samaruddin Jebran 

Abstract 

There have been many development in the theory of integral equation.  The basic 

division as initial value  problem into Voltere Integral equations and boundary 

value problem into Fredholm Integral equations is a most to follow. If we want 

to simplify these equations it is convenient to focus the Kernel and also we 

consider the various cases of the kernel and we compare these situations we shall 

restrain ourselves only for the Homogeneous Fredholm integral equations of the 

second kind. This article begins with the discussion of an essential part called 

Eigen value, Eigen function and the related theorems are explained. 

Keywords: Integral equation; Volterr; Fredholm; Kernel; Eigen value; Eigen function. 
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 سریزه
علامژ لاندې يژ نامعلومه تابع شتون ولري   انتګرال د  انتګرالي معادلژ هغو معادلو ته ويل کي.ي چژ د

اره   ه دلوم ي اـل لپـ ه نظريـ ه لور   Harry Bateman (1910)او دغـ ــوه، ډفرۍ فايکي  لـ ي وړانـدې شـ

اوليه شرايطو يا سرحدی مســايلو لرونکي وي او دا  وراني مســايل او يا په نورو تطبيقي  انګو کژ د

(، او وروسـته يژ حل په لاس ۲) په فورم بدلي.يمعمولي يا قسـمي ديفرانسـيل معادلو   مسـايل زياتره د

ــتونامن وي، نو ددې کار د ــيل معادلو حل اينژ وخت بيخي س ــانتيا لپاره    رااي دا چژ د ديفرانس آس

ديفرانسـيل معادلژ له اړونده شرايطو سره سـم په انتګرالي معادلو بدلوي. سربېره پدې انتګرالي معادلژ 

يل معادل ي چژ ديفرانسـ يل معادلژ داوليه شرايطو دا وړتيا رابتـ بژ لارې ولکوو او ديفرانسـ و حل ته مناسـ

يا لري. مخکژ له او سرحدی شرايطو په پام کژ نيولو سره په اسان  سره په انتګرالي معادلو دبدلون وړت 

ضـــوع پيـل ک و لازمـه ده چژ لوم ی دانتګرالي معـادلو پـه اړه لنـ  مـالومـات او ددې معـادلو   دې چژ مو

 مالومات وړاندې ک و. دجاياتو به اړه

 انتګرالي معادلې
انتګرال د يوې يـا  و علامو لانـدې  لـه هغو معـادلو  خـه عبـارت دي چژ پـه هغـه کژ يوه نـامـالومـه تـابع د

ــتقـات هم را رګنـد ه د انتګرالي معـادلژ پـه نوم  وي او پـه دې معـادلـه کژ دهمـدې نـامـالومژ تـابع مشـ

 يادي.ي دبېلګژ په توګه:

𝑎د  ≤ 𝑥 ≤ 𝑏   او𝑎 ≤  ≤ 𝑏  لپاره 

( ) ( ) ( , ). ( )

b

a

u x f x K x u d   = +  

( ) ( , ). ( )

b

a

u x K x u d  =   

3( ) ( , )[ ( )]

b

a

u x K x u x d  =   

ادلژ چژ )انتګرالي معـ )u x  ابع ه تـ الومـ امـ )يژ نـ )f x،( , )K x     الومژ ابعمـ انژتـ ,او  ګـ ,a b  ابـت ثـ

ه دي. ابعکېـدای ه    عـددونـ ــه مختلطژ    او    xد  ګـانژتـ ه جنسـ ابعحقيقي متحولينو لـ د   ګـانژ وي.تـ

( , )K x وه متحولـه تـابع چژ ددa x b اوa b   کـارنـل    لپـاره انتګرال مننونکژ تـابع ده د

ضــل کارنل  خه  چژپه نوم سره يادي.ي او بېلابېل ډولونه لري،  له متناظر، يو له بله بېلېدونکي، او تفا

 عبارت دي.
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 مشخصه قيمت او مشخصه تابع  

 .انتګرالي معادله په پام کژ نيسو چژ په لاندې ډول سره دهدفردهلم متجانسه دوهم ډول 

( ) ( , ). ( ) 1

b

a

u x K x t u t dt=   

)دا  رګنـده ده چژ )u x ــتونژ ده او د (1)تـل لپـاره پـه د =  رګنـد حـل پـه نوم سره  معـادلـه کژ ريتـ

ه يو ادلـ ادي.ي او پورتن  معـ ــفري حـل  يـ )غيرې صـ ) 0u x   ادلژ د  (1)هم لري چژ د کـارنـل د   معـ

ــه قيمـت پـه نوم سره يـادي.ي. کـه چېرتـه ــخصـ )مشـ ) 0u x   وي نو دلتـه د ,a b  ه انتروال کژ د پـ

( )x :متمادي تابع شتون لري داسژ چژ 

  

 

)نو  )x  0نظر د په هغه   مشــخصــه قيمت په نوم سره يادي.ي. معادلژ د (1)مشــخصــه قيمت ته د

انتګرالي معادله کېدای ه، مشــخصــه  صــورت کژ چژ کارنل متناظر نه وي نو دفردهلم متجانســه  

 .(۱) قيمت، مشخصه تابع ونلري

 له بېلېدونکي کارنل سره د فردهلم متجانسې دوهم ډول انتګرالي معادلې حل 

   :دفردهلم متجانسژ دوهم ډول انتګرالي معادله په لاندې ډول ده

 

 

)په داســژ حال کژ چژ  , )K x t یو بېلېدونک  کارنل ده. او مانا يژ داده چژ کېدای ه دغه کارنل

ــه   tاو xمجموعژ په ب ه سره ولیکل ه او هر يو يژ بېل بېل د حاصــل ضرب د حدونو د د له جنس

 وي، که چېرې ګانژتابع

 

 

 معادله به لاندې ب ه  غوره ک ي. 4نو 

 

 

 

( ) ( , ). ( ) 2

b

a

x K x t t dt  = 

( ) ( , ). ( ) 3

b

a

u x K x t u t dt= 

1

( , ) ( ). ( ) 4
n

i j

i

K x t f x g x dx
=

=

1

( ) [ ( ) ( )]. ( ) 5

b n

i i

ia

u x f x g x u t dt
=

= 

1

( ) ( ) ( ). ( ) 6

bn

i i

i a

u x f x g t u t dt
=

=  
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 انتګرال او مجموعژ ترتیب ته بدلون ورک ی. په پاس اړیکه کژ مو یوازې د

 اوس که چېرې: 

( , ) ( , )K x t K t x= 

نو دفرض ک و    

1

( ) ( ) 7
n

i i

i

u x C f x
=

=   

لـومـ ی مـومـو.iCمـونـ.  ــتــه ډول سره  وروسـ هـمــدارنـګــه  پــه  پــه    او  ــژ ډول سره  پـرلـپسـ پــه  ــه  مـعــادل

( ) , 1,2.....ig x i n= کژ ضربوو او په[ , ]a b  رااياو په لاس  انتروال کژ په انتګرال نیسو 

 

 

چژ یفووتعر ن.او مو   

  

 

 

 

 

 

 

 

)پورتنی معادلژ په کار وړو او اوس   ) ( )
b

a
f x g x = معادله لاندې ب ه غوره کوي 

1 1

1

n

i i

i

C C 
=

=  

1 1 11 1 12 1 1[ ..... ]nC C C C   = + + + 

11 1 12 2 1(1 ) ....... n nC C C  = − − − = 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

(1 ) ........

(1 ) .....

. .
11

. .

. .

......(1 )

n n

n n

n n nn n

C C C

C C C

C C C

  

  

  

− − − − =

− + − − − =






− − − − =

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) 8

b n b

i i i
a

ia

g x u x dx C g x f x dx
=

=  

11 12 1

21 22 2

1 2

1

( ) 1 10

1

n

n

n n nn

D

  

   

  

− − −

= − − −

− − −
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ــه قيمتونه د ــخص )د معادلژ مش )D   ــه ــخص ــمېر سره مش  خه په لاس رااي او مون. په اعظمي ش

 .(۳) قيمتونه تر لاسه ک ل

 ګانو عموديتد دوو تابع

ه د   )کـ )f x    او( )g x    ابعدوه انژتـ ه  ګـ aپـ x b ،ل   کژ متمادې وي ال بلـ ه وخـت اورتوګونـ هغـ

 .(۷) کي.ي چژ لاندې اړیکه ریتتونژ وي

 

 

 د مشخصه تابعګانو عمودیت

 .(۲) هغوی اړونده مشخصه قيمتونو ته اورتوګونال دي متناظر کارنل مشخصه تابع نظر د دقضیه: 

 دفردهلم دوهم ډول متجانسه انتګرالي معادله په پام کژ نيسو چژ په ورورسته ډول سره ده. ثبوت:

 

 

)دلتـه د , )K x t ضـــوو چژ )کـارنـل متنـاظر ده او فر )x  1او( )x پـه[ , ]a b  انتروال کژ اورتوګونـال

 دي. ګانژتابع

 

 

) رنګه چژ  )x   1او( )x   خصـه و چژ دغه به په  پتعريف   دي نو د ګانژتابعمشـ ته ويلی شـ ه مرسـ

 معادله کژ هم ريتتونژ وي، يعنژ  15

 

 

 

  

) رنګه چژ  , )K x t تابع ده نو پدې   اساس 

( , ) ( , ) 17K x t K t x= 

1 1 1( ) ( , ) ( ) 16
b

a
x K x t t dt  = 

( ) ( ) 12
b

a
f x g x =

( ) ( , ). ( ) 13

b

a

u x K x t u t dt= 

1( ) ( ) 14
b

a
x x dx  =

0 0 0( ) ( , ) ( ) 15
b

a
x K x t t dt  = 
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)1معـادلژ دواړه خواوې پـه 14اوس د )x  کژ ضربوو او نظرx  تـه یژ پـه[ , ]a b  انتګرال  کژ  انتروال

  نيسو او په لاس رااي چژ 

0 1 0 1 0

0 0 1

( ) ( ) ( ){ ( , ) ( ) }

( ){ ( , ) ( ) }

b b b

a a a

b b

a a

x x dx x K x t t dt dx

x K x t t dx dt

    

  

=

=

  

 

 

 له مخژ لرو چژ  ۱۶که چېرې د انتګرال ترتيب ته بدلوم ورک و  د 

 

 

 په لاس رااي چژ   کژ دمتحولينو کژ اایونو بدلوو ۱۷په  اوس 

0 1( ) ( ) 0 19
b

a
x x dx  = 

)1کژ د ۱۹او په  )t وضع کولو  خه په لاس رااي چژ  قیمت 

1
0 1 0 0

( )
( ) ( ) ( ){ }

b b

a a

t
x x dx t dt


   


=  

 يا

1 0 1 0 0 1( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a

x x dx x x dx     =  

 د معا انتکرال د تعريف په بنسف ليکلی شو چژ 

1 0 1( 0) ( ) ( ) 0
b

a
x x dx   − = 

1 رنګه چژ  0   1ده نو 0 0 −  .نو ليکلی شو چژ زمون. فرضيه سمه ده 

 

0 0 1( ){ ( , ) ( ) } 18

b b

a a

t K t x x dx dt  =  



 

 

 93 ابلـنتون کـپوه طبیـعیوم ـعل یزهوـتحقیقی ح - علمی یهلـمج

 حقيقي مشخصه قيمتونه

 د(۸) قيمت حقيقي دهمتناظر کارنل مشخصه  قضيه: د

 ثبوت: دفريدولم متجانسژ دوهم ډول انتګرالي معادله په پام کژ نيسو

0 0 0

2 2

0 0 0

2
20

( ) ( ) ( )

i i

x u iv x x u v

     

  

 = − − = 
 

= − = −  

 

 

0فرضوو چژ  i  = )0يو مشخصه قيمت او  + )x u iv =  نو يژ اړونده مشخصه تابع وي،+

0 0 0

2 2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

2
21

( ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( ) 22

( ) ( , ) ( ) 23

b

a

b

a

i i

x u iv x x u v

x K x t t dt

x K x t t dt

     

  

  

  

 = − − = 
 

= − = −  

=

=





 

)0په داسـژ حال کژ چژ بار يو مختلط مادوج را په ګوته کوي، )x   0او( )x ګانو د  مشـخصـه تابع

 اړيکه کژ ريتتونژ ده او په لاس رااي چژ  ۲۰تعريف په مرسته سره ويلی شو چژ په 

0 0 0

0 0 0

( ) ( , ) ( ) 24

( ) ( , ) ( ) 25

b

a

b

a

x K x t t dt

x K x t t dt

  

  

=

=




 

)0معـادلژ  دواړه خواوې پـه ۲۲اوس کـه د   )x  کژ ضرب ک و او پـه[ , ]a b   يژ نظر د   کژانتروالx 

 ااي چژ لاس ر  په ونیسومتحول ته انتگرال 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ){ ( , ) ( ) }

( ) ( ) ( ){ ( , ) ( ) }

b b

a a

b b

a a

x x dx x K x t t dt dx

x x dx t K x t x dx dt

    

    

=

=

 

 
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 ترتيب په بدلون سره  رنګه چژ  انتګرال د د

( , ) ( , )K x t K t x= 

 ده نو لرو چژ 

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) } 26
b b b

a a a
x x dx t K t x x dx dt    =   

 معادله لاندې ب ه غوره کوي. ۲۲متحولينو اايونو ته بدلون ورکوو او  اوس  د

0 0 0( ) ( , ) ( )
b

a
t K t x x dx  =  

 معادله به لاندې ډول سره بدلون مومي. ۲۳په همدې ترتيب 

0 0 0 0 0

0

1
( ) ( ) ( ){ ( )}

b b

a a
x x dx t t dt    


=  

 یا:

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
x x dx x x dx     =  

 که د معا انتګرال له خاصيت  خه ګکه واخلو نو په لاس رااي چژ 

2 22 ( ) 0
b

a
i u v dx + = 

)0 رنګه چژ )x    2يوه مشحصه تابع ده او صفر نه ده نو دا دليل ويلی شو چژ 2( ) 0
b

a
u v dx+   

 او دا پايله لاسته رااي چژ 

0  . او دا دبيانيژ ثبوت ده.=
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          پـایلـې
 د فريدولم دوهم ډول متجانسژ انتګرالي معادلژ له  ې لو  خه لاندې پايلژ تر لاسه کولی شو.

سـیسـتم کژ ښـی خوا کم له کمه يو عدد غيری صفري وي نو لاندې دوه   ۱۳که چېرې د معادلاتو به  . ۱

 رااي.حالته منځته 

)الف: که چېرې ) 0D    ( ۶وي نو د معادلاتو لوم ی سيستم  يوازينی غيرفصفري حل شتون لري). 

)ب: که چېرې  ) 0D   وي نو په لوم ي سېستم کيدای ه هيڅ حل ونلري. =

)  که چېرې. ۲ ) 0f x ــورت کژ و   = ــتم  خه په لاس رااي چژ د هرد  ي نو په دې ص ــيس ــم س لس

,0 1,......,ij j n = ســيســتم يو خطي متجانس ســيســتم ته بدلون مومي او لاندې دوه حالته =

 :واقع کېدای ه

رې ېـ چـ کــه  )الـف:  ) 0D    و نـ ــه   ۱۱وي  ل چـژ  ده  مـوجـود  ــفـري حــل  ی صـ نـ وازيـ يـ م  ــتـ ــيسـ سـ

1 2 ..... 0nc c c= = =   . خه عبارت ده =

)ب: که چېرې  ) 0D   .(۵) نهايت غيری صفري حلونه لريسیستم بي ۱۱نو  =

). که چېرې ۳ ) 0f x   وي او 

1( ) ( ) 0,........, ( ) ( ) 0
b b

n
a a

g x f x dx g x f x= =  

1لوم ی سـيسـتم معادلژ راښـيي چژ  د نو  2, ,........, 0n   معادلاتو متجانسـو سـيسـتم د   ۱۱او د    =

 په سيستم بدلي.ي.
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