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 چکیده
صات QوPفرض کنیم دارای مخت

1 1( , )x y2و 2( , )x y ستهو )توابع ید )y y x=که  گیریمرا در نظر می

1شرایط مرزی 1( )y x y=2و 2( )y x y=یعنی، منحنی آن باید نقاط کنند.صدق میP وQبا هم بپیوندد.  را

در آن صــورت منظور یافتن تابع از این دســته اســت که انتگرال
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I y f x y y dx=   .را مینیمم کند

ــان ــی تنها نش )این مطلب اســت که اگر یدهندهباید توجه کرد که این بررس )I y  ــد. در آن دارای یک مقدار توقف باش

)دانیم کهصورت منحنی توقف مربوطه باید خط مستقیم باشد. ولی، از هندسه می )I yندارد  کنندههیچ منحنی مگزیمم

 دو نقطه است. یکنندهترین منحنی متصلگیریم که عملا  کوتاهکننده دارد، پس نتیجه میولی یک منحنی مینیمم

 معادله اویلر ؛مسیر ؛دیفرانسیل یمعادله تابع مگزیمم، ؛تابع مینیمم ؛اصطلاحات کلیدی: تابع اکسترموم

 

 

Euler Differential Equation for Extreme Function 

Jr. Teaching Asstt. Mohammad Khalid Stori 

Abstract  
Suppose we consider P and Q  have coordinates 1 1( , )x y , 2 2( , )x y and we also 

consider the classes of ( )y y x=  functions , that the boundary conditions 1 1( )y x y=

and 2 2( )y x y=  they are true and Its curves should joins P and Q  points. In that case 

the purpose of finding a function of this class to minimize the integral
2
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I y f x y y dx=  . It should be noted this review only shows that if ( )I y a 

steady value has. In that case the corresponding steady curve should be a straight line. 

But, we know from geometry that ( )I y  doesn’t have maximizing curve but a minimizing 

curve has. So we conclude that it is practically the shortest connecting curve of two points. 

Keywords: Extreme function; Minimum function; Maximum function; Differential 

equation; Path; Euler equation 
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 مقدمه
های اصلی آنالیز بوده است. این شاخه در طول بیش از دو قرن گذشته، حساب تغییرات یکی از شاخه

 چنینهم از مسایل ریاضی محض به کار رود. یتواند در طیف گستردهبسیار قوی است که می یوسیله

 تواند برای بیان اصول اساسی فزیک ریاضی به صورت بسیار ساده و دقیق مورد استفاده قرار گیرد.می

  توان برداشت از کم و کیف آن داشت.با بررسی و مطالعه چند مسأله نمونه از موضوع، به سادگی می

نهایت منحنی موجود اند که این بی (.۱)شکل در ناحیه داده شده اندQوPکنیم دو نقطهفرض می

ــل می ــید کدام یک از این منحنیکنند، و میدو نقطه را باهم وص ــت. ها از همه کوتاهتوان پرس تر اس

توانیم بپرســیم کدام منحنی، در اثر دوران حول می چنینهمپاســخ حســی، البته خط مســتقیم اســت. 

سطح با مساحت مینیمم ایجاد خواهد کرد. در این حالت پاسخ به هیچ وجه روشن نیست. هر xمحور

قایم قرار گرفته است، آن  یصفحهگاه یک منحنی، به عنوان سیم بدون اصطکاک فرض شود که در 

وصل کند و زمان لغزش مهره Qبه راPیافتن یک منحنی است که ،قابل توجه دیگر یوقت مسأله

ترین زمان یوهان برنولی است، مشهور کوتاه یترین باشد. این همان مسألهن کمیروی آن به طرف پای

ــوالندرت میبه  ــاب تغییرات روش تحلیلی را در برخورد با این توان به چنین س های جواب داد، حس

 کند.مین میأ نوع مسایل ت

سأله سیل وانتگرال مقدماتی با م ساب دیفران صل ح یافتن نقاط مگزیمم یا مینیمم تابع یک  یهر مح

ــان می ــایل بالا نش ــنایی دارد. مس ــاب تغییرات، کمیتی)مثلا  طول قو متحوله، آش س، دهد که در حس

سقوط( را در  سطح،  زمان  ساحت  شد و به دنبال نظر میم شته با ستگی دا گیریم که به تمام منحنی ب

 دو نقطه  یکننده: منحنی وصل۱شکل
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کند. حساب تغییرات با مسایل مینیمم مربوط  یافتن آن منحنی هستیم که کمیت مورد سوال را مینیمم

شکل دل سیم به  سطوح نیز سروکار دارد. به طور مثال، هر گاه یک  شود، و در محلول به  خواه خم 

شود، آن وقت لایه سطح حلقه را می یصابون فرو برده  سطح صابونی که  صورت یک  شاند به  پو

ریاضی، یافتن این سطح با  یگردد. مسألهترین مساحت که توسط حلقه محدود میخواهد بود با کم

 .(۴) استفاده از این خاصیت مینیمم و شکل داده شده سیم است

ـــاب تغییرات به حیث عامل وحدت بخش در میخانیک و به حیث راهنمایی در تعبیر ریاضـــی  حس

ستم ـاه سیوم شده که هر گـثلا ، معلـت. مـرا ایفا کرده اس های فزیکی، نقش مهمییاری از پدیدهـبس

ــــــــمتقابل بین آنان پی یاز ذرات متحرک از جاذبه ــیر واقعی آنــــــروی کند، در آن ص ها ورت مس

ضل انرژیــــانتگ یکنندههای مینیمممنحنی سبت به زمان ــــهای حرال تفا ستم ن سی رکی و ذخیروی 

ن شــهرت اش به اصــل همیلتو خواهد بود. این قضــیه پرکاربرد از میخانیک کلاســیک به افتخار یابنده

اده گسترده ـدارد. در فزیک نوین نیز، انیشتین در اثر خود راجع به نسبیت عام از حساب تغییرات استف

له عاد یافتن م یدنگر آن را برای  یک  یکرد و شرو خان که یکی از اســـاســـات می ـــهوراش  موج مش

 .(۷) است، به کار گرفتکوانتومی

سیار قدیمی ساب تغییرات ب سایل ح اند و توسط یونانیان قدیم مورد بررسی قرار گرفته و تعدادی از م

در مواردی حل شــده اند. پیدایش حســاب دیفرانســیل و انتگرال معمولی توســط نیوتن و لیب نیتز 

های ویژه هوشــمندانه تعداد از مســایل تغییراتی شــد و برخی از این مســایل با روش یهمطالع یانگیزه

کننده، در دیفرانسیل اساسی اویلر برای منحنی مینیمم یحل شدند. ولی، این مبحث با کشف معادله

از  تطبیقی، یقالهـهدف این م ردید.ـنه گـز، وارد صحـجم از آنالیـاخه منسـ، به حیث ش۱۷۴۴سال 

آوری اطلاعات در این یل موضوع ترکیبی و از نظر ماهیت روش توصیفی بوده و روش جمعـتحل ظرن

 باشد.ای میخانهمقاله کتاب

سی و مطالعه سأله یبا برر سادگی می یچند م ضوع، به  شت توان از کم و کیف آن نمونه از مو بردا

ـــده بی یدر ناحیهQوPکنیم دو نقطهفرض می .کرد نهایت منحنی موجود اند که این دو داده ش

ست.ها از همه کوتاهتوان پرسید کدام یک از این منحنیکنند و مینقطه را باهم وصل می سخ  تر ا پا

ست. ستقیم ا سی، البته خط م xتوانیم بپرسیم کدام منحنی، در اثر دوران حول محورمی چنینهم ح

دیفرانسـیل اویلر یکی از جمله معادلات مهم و  یمعادله ا مسـاحت مینیمم ایجاد خواهد کرد.سـطح ب

کننده( اکسترمال)مینیممحیث تابع همتذکره ب یاساسی حساب تغییرات بوده که در این مقاله از معادله

 برای یک فنکشنل استفاده شده است.
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 دیفرانسیل اویلر برای تابع اکسترمال یمعادله
)فرض کنید که تابع قابل پذیرش  )y x چنان باشد که انتگرال 

2

1

( ) ( , , ') (1)

x

x

I x f x y y dx= 
 

ـــهتوان این تابع را یافت؟ با را مینیمم کند، چگونه می که با توابع قابل پذیرش در  Iمقادیر یمقایس

)همسایگی  )y x دیفرانسیل برای یمتناظر هستند، معادله( )y x به دست خواهیم آورد. اندیشه اصلی

)این است که چون )y xمقدار مینیممI دهد، هر گاه دررا به دست می( )y x  اندکی ))اختلال(( ایجاد

 شوند: این توابع تغییریافته، به طریق زیر ساخته می افزایش خواهد یافت. Iکنیم، مقدار

1 2( ) ( ) 0 (2)x x = = 

 پارامتر کوچک باشد، آن وقت  هر گاه 

( ) ( ) ( ) (3)y x y x x= + 

نشــان داده  ۱که در شــکل  چنانهمگر یک فامیل یک پارامتری از توابع قابل پذیرش اســت. نمایش

)کننده،های این فامیل از منحنی مینیممشـــده اســـت، انحراف قایم یکی از منحنی )y x مســـاوی با ،

0 ست.= ست که برای هر فامیل از این نوع، یعنی، (۳)اهمیت   ا شی از این ا باهر انتخاب تابع  نا

( )xکننده ، تابع مینیمم( )y x 0به این فامیل متعلق است وبا مقدار   مطابقت دارد. =

ــا انــتــخــاب یــک )اکــنــون ب )xثــابــت، مــقــادیــر ،( ) ( ) ( )y x y x x= و +

'( ) '( ) '( )y x y x x=   :آوریمبه دست می دهیم، و تابع از( قرار می۱را در انتگرال ) +
2 2

1 1

( ) ( , , ') [ , ( ) ( ), '( ) '( )] (4)

x x

x x

I f x y y dx f x y x x y x x dx  = = + +  

 حاصل جمع دو تابع: ۲شکل 
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0هرگاه  )( داریم ۳از رابطه ) = ) ( )y x y x=  وچون( )y x ست، میمینیمم دانیم کننده انتگرال ا

)که  )I  0باید مینیمم در شد.= شته با سیل و انتگرال  دا ساب دیفران که  دانیممقدماتی میاز ح

شتق،  شدن م صفر  )'شرط لازم برای این امر  )I ،  0برای ست: = (0)'ا 0I شتق  .= )م )I  و

'( )I به دست آورد: (۴)انتگرال درگیری از زیر علامت توان با مشتق، را می 

2

1

'( ) ( , , ') (5)

x

x

I f x y y dx



=


 

 گیری از توابع چند متغییره، داریم:زنجیری برای مشتق یبراساس قاعده

'
( , , ') ( ) '( )

' '

f x f y f y f f
f x y y x x

x y y y y
 

   

        
= + + = +

         

 توان به شکل را می (۵)،بنابراین

2

1

'( ) [ ( ) '( )] (6)
'

x

x

f f
I x x dx

y y
  

 
= +

  

(0)'اما  نوشت. 0I 0با قرار دادن  ،بنابراین =  داریم (۶)در  =

2

1

[ ( ) '( )] 0 (7)
'

x

x

f f
x x dx

y y
 

 
+ =

  

)در این معادله تابع )x  و مشتق آن'( )x گیری به روش انقسام از دومین شوند.با انتگرالظاهر می

)'توان می( ۲)عبارت زیر انتگرال و استفاده از  )x را حذف کرد. 

2 2

2

1

1 1
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1

'( ) [ ( ) ] ( ) ( )
' ' '

( ) ( )
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x x

x

x

x x

x

x

f f d f
x dx x x dx

y y dx y

d f
x dx

dx y

  



  
= −

  


= −



 
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 را به صورت زیر (۷)توان می ،بنابراین
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1

( )[ ( )] 0 (8)
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x

x

f d f
x dx

y dx y


 
− =

  
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)استدلال ما تا این جا بر انتخاب مشخص برای تابع  نوشت. )x .باید  (۸)اما چون انتگرال  مبتنی بود

ــله به این نتیجه می ــیم که عبارت داخل قوس نیز باید برای همه این نوع توابع صــفر گردد، بلافاص رس

 .(۲) اویلر استگردد که معادله میزیر  یصفر شود. این منجر به رابطه

( ) 0 (9)
'

f d f
dx

y dx y

 
− =

 
 

)گیری خود داشته باشیم: یعنی هرگاه مهم است که درک روشنی از ماهیت دقیق نتیجه )y x  یک تابع

)را مینیمم کند، آن وقت (۱)قابل پذیرش باشــد که انتگرال  )y x خواهد کرد.در معادله اویلر صــدق 

)فرض کنید تابع قابل پذیرش مانند )y x کند. آیا این به معنی این وجود دارد که این معادله را ارضا می

ـــت که  )اس )y x،Iـــاب  کند؟ لزوما  را مینیمم می ـــبیه به حالت در حس ـــت. این حالت ش چنین نیس

)دیفرانسیل و انتگرال مقدماتی است که در آن تابع مانند )g xاش در نقطهکه مشتق
0

x،صفر است 

ـــد. ،مګزیممتواند در این نقطه دارای می ی بین هنگام که نخواهیم تمایز  مینیمم و یا نقطه عطف باش

)مقادیرتوقف این حالات قایل شویم، این حالات را معمولا  )g xو نقاطه نامیممی
0

xها را که در آن

 گوییم. آیند نقاط توقف میاین حالات پیش می

یب، شرط  (0)'به همین ترت 0I یان = به جای مینیمم، ب ـــت  یا نقطهممکن اس  یگر یک مگزیمم 

)عطف )I   0در اویلر را تابع توقف  یمعمول است که هر جواب قابل پذیرش معادله باشد. =

که خود را به ( را مقدار توقف این انتگرال نامند )بدون این۱یا منحنی توقف و مقدار متناظر انتگرال )

ـــیم(. اویلر راکه مقید به  یهای از معادلهعلاوه از آن، جواب یکی از حالات ممکن، مقید کرده باش

 .(۱) گوییمشرایط مرزی نیستند، توابع اکسترمال می

شرایط کافی جهت تشـخیص یک نوع مقدار توقف از  یحسـاب دیفرانسـیل و انتگرال برای ارایه در

وجود دارد)ولی چون  گیریم. شرایط کافی مشابه در حساب تغییرات نیزدیگر، مشتق دوم را به کار می

ستند، آن کاملا  ی، کیفیت در تطبیقات واقع .ها را در این جا مورد بررسی قرار نخواهیم داد(پیچیده ه

ــأله ــی یا فزیکی مس ــازد تعیین کنیم که آیا تابع توقف خاص مورد بحث غالبا  مارا قادر می یهندس س

ط کافی و دیگر مســایل یخواننده علاقمند به شرا کند یا مینیمم )یا هیچ کدام(.انتگرال را مگزیمم می

 کرده ایم مراجعه کنند.معرفی  (۵)ها را که در مرجع تواند مباحث کافی در این زمینهنظری می

اش به یک ، به شکل که ارایه گردید، چندان واضح نیست. برای تفسیر آن و تبدیل(۹)اویلر  یمعادله

fکنیم که مشتقات قسمیکید براین نکته آغاز میأمفید، مطلب را با ت یوسیله

y




و  

'

f

y




ساب   با احت
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x ،y  و'y های مستقل محاسبه شده اند. اما، در حالت کلی به عنوان متحول
'

f

y





تابع  یح از 

x ـــت، و از طریق ـــد، بنابراین، اولین عبارت درمی xنیز تابع ضـــمنی از  y'و yاس را  (۹)باش

 یافته زیر نوشت: توان به شکل بسطمی

'
( ) ( ) ( )

' ' ' '

f f dy f dy

x y y y dx y y dx

     
+ +

     
 

 اویلر به صورت زیر درخواهد آمد: یبه این ترتیب معادله

2

' ' ' '2
( ) 0 (10)y y y y y x y

d y dy
f f f f

dx dx
+ + − = 

لت  حا 'بدون از  ' 0y yf له= عاد به ی، م ـــترمال  یبالا از مرت ما  توابع اکس دوم اســـت، پس عمو

ـــکیل میهای این معادله( یک فامیل دو پارامتری از منحنی)جواب ها، و در بین این دهندها را تش

ها این دو پارامتر چنان انتخاب شده اند که در شرایط مرزی داده توابع توقف توابعی هستند که در آن

صدق می ست، ولی عموما  امکان (۱۰)دوم غیر خطی مانند  یمرتبه یکنند. حل معادلهشده  پذیر نی

 :شوند که قابل حل هستندهای خاصی میبختانه بسیاری از تطبیقات منجر به حالتخوش

 اویلر به صورت زیر  یظاهر نشوند، معادله fدر تابع yو  xحالت الف. هر گاه 

2

' ' 2
0y y

d y
f

dx
=

 

یل می بد ـــود، و اگر ت 'ش ' 0y yf  قت ، آن و
2

2
0

d y

dx
1و  = 2y c x c= نابراین، توابع  + و ب

 .(۱۰) اکسترمال همگی خطوط مستقیم هستند

  اویلر به یظاهر نگردد، معادله fدر تابع  yهرگاه  .حالت ب

( ) 0
'

d f

dx y


=


 

 مرتبه اول  یتوان بلافاصله انتگرال گرفت و به معادلهشود و از این رابطه میتبدیل می

1
'

f
c

y


=

 

 . (۱۲) برای تابع اکسترمال دست یافت
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 اویلر به  یموجود نباشد، آن وقت انتگرال گیری از معادله fدر x. هر گاه حالت ج

1'
'

f
y f c

y


− =

 

 شود. این مطلب از اتحاد منجر می

( ' ) '[ ( ) ]
' '

d f d f f f
y f y

dx y dx y y x

   
− = − −

    

0شود زیرا یـنتیجه م
f

x


=


ـو جم  ـوس طـله داخل قـ ـ اویلر، صفر  یادلهـرف راست، بنابر معـ

 .(۱۱) است

1ترین منحنی واصل بین دو نقطهبرای پیدا کردن کوتاه :۱مثال  1( , )x y  2و 2( , )x y  که به طور حسی

 باید انتگرال طول قوس را مینیمم کنیم  ،دانیم یک خط مستقیم استمی

2

1

21 ( ')

x

x

I y dx= + 

)2در  yو  xهای متحول ') 1 ( ')f y y= ظاهر نشده اند. بنابراین، این مسأله به حالت الف  +

 ؛شود. چونمربوط می

2

' ' 32
2 2

1
0

'
[1 ( ') ]

y y

f
f

y
y


= = 


+ 

ـــترمال که اکس لت الف داریم  حا به صـــورت از  ـــتقیم  پارامتری از خطوط مس ته دو  ـــ یک دس ها 

1 2y c x c=  هستند. شرایط مرزی، خط  +

2 1
1 1

2 1

( ) (11)
y y

y y x x
x x

−
− = −

−
 

است که دو نقطه مزبور را با دهد، البته این همان خط مستقیمیرا به عنوان منحنی توقف به دست می

صل  سی تنها نمایانمیهم و ست که اگرکند. باید توجه کرد که این برر دارای یک  Iگر این مطلب ا

ــتقیم  ــد، آن وقت منحنی توقف مربوطه باید خط مس ــه  (۱۱)مقدار توقف باش ــد. ولی، از هندس باش
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که می ندههیچ منحنی مگزیمم Iدانیم  نداردکن یک منحنی مینیمم ی  به این ولی  نده دارد، پس  کن

 کننده دو نقطه است.ترین منحنی متصلعقلا  کوتاه (۱۱)گیریم که طریق نتیجه می

شکل سأله به مراتب م ست یافتیم. یک م ضح د تر تر و جالبدر این مثال از طریق تحلیلی به نتیجه وا

ثابت از یک صفحه مفروض است به طوری که این منحنی به  یترین منحنی بین دو نقطهیافتن کوتاه

شــود و بررســی خواص آنان ها  جیودوزیک خوانده میطور کامل بر صــفحه واقع باشــد. این منحنی

 .(۴) از ریاضیات، موسوم به هندسه دیفرانسیل است یییکی از موضوعات اصلی شاخه

1برای یافتن منحنی واصــل بین نقاط  :۲مثال  1( , )x y  2و 2( , )x y  که ســطح حاصــل از دوران حول

 دارای مساحت مینیمم باشد، باید انتگرال زیر  xمحور

2

1

22 1 ( ') (12)

x

x

I y y dx= + 

)2در  xرا مینیمم کنیم. متحول  , ') 2 1 ( ')f y y y y= ــت. بنابراین + ــده اس حالت  ،ظاهر نش

 اویلر به صورت زیر  یدانیم که، معادلهج می

2
2

1
2

( ')
1 ( ')

1 ( ')

y y
y y c

y
− + =

+ 

 آید، که بعد از ساده شدن به در می

2 2

1 1'c y y c= −
 

 گیری، خواهیم داشت ها و انتگرالشود. با جدا کردن متحولتبدیل می

2 2

1

1 1 2
2 2

11

log( )
y y cdy

x c c c
cy c

+ −
= = +

−


 

 خواهیم داشت  yکه باحل آن بر حسب 

2
1

1

cosh( ) (13)
x c

y c
c

−
= 

     ممـطح مینیـه با سـواهند بود و صفحـری خـهای زنجینیـورت منحـها به صترمالـراین اکسـبناب

ببینیم  که تـدی این اسـبع یسألهـگردد. میـاصل مـمنحنی زنجیری ح)اگر موجود باشد( از دوران 

رهای ــآیا پارامت
1c  2وc 1نقاط  ( ۱۳) توان چنان یافت که منحنییــرا م 1( , )x y  و

2 2( , )x y  را

 .(۸) به هم متصل نماید یا نه
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ـــت. هر گاه منحنی  یانتخاب این پارامترها به گونه ـــکل اس ( از اولین نقطه یعنی ۱۳)غیر منتظره مش

1 1( , )x yپارامتری ماند. دو عضـــو از این فامیل یک ، عبور کند، آن وقت یک پارامتر آزاد باقی می

  ( نشان داده شده اند.۲در شکل)

نابراین Cچین ها همگی بر منحنی نقطهتوان ثابت کرد که این منحنیمی ـــتند و ب هیچ  ،مماس هس

یل نمییک از منحنی فام ند های این  گامی Cتوا یب هن به این ترت ند.  طه را قطع ک که دومین نق

2 2( , )x y  زیرC .قرار داشته است 

نشان داده شده است، هیچ منحنی زنجیری ما بر هر دو نقطه موجود نیست  (۲)همان طور که در شکل

تر تر و کوچکتوان دریافت که سطوح کوچکو هیچ گونه تابع توقف وجود ندارد. در این حالت می

ـــط منحنی 1یچین که نقطهگردند که به خط نقطهها ایجاد میتوس 1( , )x y  1را به( ,0)x  و این نقطه

)2رابه ,0)x ب 2اخیر را به  یلاخره نقطهااو  2( , )x y ـــل می ناکند، میل میوص هیچ  ،براینکنند و ب

ــفحه دوم بالای  ،وجود ندارد. در حالت که نقطه ،مینیمم تولید کند یمنحنی قابل پذیرش که یک ص

گذرند، و بنابراین دو تابع توقف موجود قرار گیرد، دو منحنی زنجیری از این دو نقطه می Cمنحنی

ـــطح مینیمم را ایجاد می کند. سرانجام، زمان که اند لاکن تنها منحنی زنجیری بالایی، صـــفحه با س

ـــت، ولی صـــفحهتنها یک  ،قرار گیرد Cدوم روی ینقطه ـــده به  یتابع توقف موجود اس ایجادش

 .(۹) آن دارای سطح مینیمم نخواهد بود یوسیله

 

 ها: مسیر منحنی۳شکل
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 مناقشه
منظور یافتن تابع اســت که انتگرال به صــورت   موضــوع و طرح موضــوع یبا در نظر داشــت پیشــینه

2

1

( ) ( , , ')

x

x

I y f x y y dx= 
ند.  هده را مینیمم ک ـــا به این یبرای مش له  ـــتی در که این مســـأ راس

ــت، توجه می یبرگیرنده ــایر مســایل اس کنیم که طول منحنی برابر اســت باس
2

1

21 ( ')

x

x

y dx+  و

عبارت است ازxمساحت سطح حاصل از دوران آن، حول محور
2

1

22 1 ( ')

x

x

y y dx +  در مورد

ستم منحنی با سریع سی ست  سقوط، بهتر ا اختیار  أرا به عنوان مبد Pمختصات را تغییر دهیم وترین 

dsچون سرعت کنیم.
v

dt
2vاز رابطه = gy= آید، زمان کل ســقوط انتگرالبه دســت میds

v
 

است و انتگرال
2

1

21 ( ')

2

x

x

y
dx

gy

+
  ،شود از این رو )باید مینیمم  , , ')f x y y سه حالت فوق که در 

21هایبه ترتیب به شکل ( ')y+  ،22 1 ( ')y y و +
21 ( ')

2

y

gy

 عرض وجود نموده است. +

 گیرینتیجه
 آید.دست میهدیفرانسیل اویلر برای تابع اکسترمال نتایج زیر ب یمعادله از

)هر گاه  )y x  ـــد که انتگرال )را مینیمم کند، آن وقت (۱)یک تابع قابل پذیرش باش )y x در معادله

ـــدق خواهد کرد. ـــویم، این حالات را هنگام که نخواهیم تمایزی بین این حالات  اویلر ص قایل ش

قادیر معمولا  )توقف م )g xقاطهمی نامیم، و ن
0

xکه در آن ندها این حالات پیش میرا  قاط  ،آی ن

ترمال ـرایط مرزی نیستند، توابع اکسـید به شـاویلر راکه مق یعادلهـهای از مگوییم. جوابتوقف می

 گوییم.می

دهند، و در ها را تشکیل میهای این معادله( یک فامیل دو پارامتری از منحنیتوابع اکسترمال )جواب

ها این دو پارامتر چنان انتخاب شده اند که در شرایط ها، توابع توقف توابعی هستند که در آنبین این

پذیر عموما  امکان (۱۰)دوم غیر خطی مانند  یمرتبه یکنند. حل معادلهمرزی داده شــده صــدق می

 شوند که قابل حل هستند.های خاصی میبختانه بسیاری از تطبیقات منجر به حالتنیست، ولی خوش

ـــایل بدون قید و شرط همه انواع توابع را ن میامحقق ـــترمال همچو مس تواند در زمان آینده برای اکس

 معرفی و روی آن تحقیق صورت بگیرد.
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