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 چکیده
نمود، پو از آن مقالات بسیاری اولام معادلات دیفرانسیل خطی را بررسی -،آبلوزا پایداری هایرز۱۹۳۳ بار در سالاولین

نه  در عدادی از آن منتشرررراین زمی که ت ـــت  له  ملاحظه نمود. در (۱۹، ۶)توان در مراجع ها را میگردیده اس قا این م

فرض کنیم .بررسی کنیمRر ارشمیدسیــــغیدار ای نورمــــرا در فض دیفرانسیل خطی یعادلهــــداری مــــپای خواهیممی

( , )R جانو مرتبه دوم با ـــطی نا متـــمعادله دیفرانسیل خ قیقی باشد.ـــداد حـــر ارشمیدسی اعـــدار غیای نورمـــفض

''رایب غیر ثابتـض ( ) ' ( ) ( )y f x y g x y h x   ع ـوابـه در آن تـریم کـگیر میـرا در نظ

,دهـداده ش , : ( , )f g h a b  R R .اولام این معادله در فضای -در این مقاله پایداری هایرز متمادی هستند

 کنیم.ارشمیدسی اعداد حقیقی ثابت می دار غیرنورم

 نورم غیر ارشمیدسی ؛دارفضای نورمی؛ نورم؛  معادلات دیفرانسیل خط؛ اولام-اصطلاحات کلیدی: پایداری هایرز

 

Non-Archimedean Stability Of Nonhomogeneous Second Order 

Linear Differential Equations 

Jr. Teaching Asstt. Mohammad Khalid Stori 

Abstract 

For the first time in 1933, Abloza studied the stability of the Hyers-Ulam linear 

differential equations, since then, many articles have been published in this field, some 

of which can be seen in references (6-19). In this paper, we want to investigate the 

stability of a linear differential equation in a non-Archimedean normed space. Let 

( , )R  be a Non-Archimedean normed space of real numbers. In this Paper, we prove 

the Hyers-Ulam stability of nonhomogeneous second order Linear differential equations 

with non-constant coefficients, '' ( ) ' ( ) ( )y f x y g x y h x   In the non-Archimedean 

normed space ( , )R , where , , : ( , )f g h a b  R R are given continues functions. 

Keywords: Hyers-Ulam stability; Norm; Normed space; Linear Differential Equations; 

Non-Archimedean norm 
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 مقدمه
0فرض کنیم  خواه و دل:( , )y a b Rحل غیر مســاوات  پذیر پیوســته،، تابع دو بار مشــتق

 باشد:زیر 

'' ( ) ' ( ) ( ) (1)y f x y g x y h x     

,که در آن , : ( , )f g h a b  R R.ند ـــت تابع  توابع داده شــــده و متمادی هس اگر برای هر 

:( , )y a b Rساوی صدق می۱)که در نا م ):کند، تابع (  , )y a b Rشد به گونه  یموجود با

 که ابتدا حل برای معادله دیفرانسیل زیر باشد:

'' ( ) ' ( ) ( ) (2)y f x y g x y h x   

)و ثانیا  برای هر , )x a b :نامساوات زیر صحت داشته باشد 

0( ) ( ) ( )y x y x k  
 

)که در آن  )k   فقط به  مرتبط اســـت و
0

lim ( ) 0k





  گوییم معادله دیفرانســـیل وقت میآن

ست. اگر در این تعریف -( دارای پایداری هایرز۲) )و اولام ا )k   سبی مانند به ترتیب با توابع منا

( )x و( )x ییافتهه دیفرانسیل دارای پایداری تعمیمگوییم این معادلوقت میجانشین شوند، آن 

ــت-اولام-اولام یا پایداری هایرز-هایرز ــیاس اس ــتر(۹)راس  (۱-۳)به مراجع  . برای ملاحظه جزیات بیش

 مراجعه کنید.

سالاولین سیل خطی را بررسی نمود، -پایداری هایرز (۵،۴)،آبلوزا۱۹۳۳ بار در  اولام معادلات دیفران

توان در مراجع ها را میپو از آن مقالات بسیاری در این زمینه منتشر گردیده است که تعدادی از آن

 ملاحظه نمود. (۱۹-۶)

ــاحه kفرض کنیم ــد، تعریف تابع قیمت مطلق روی س ــاحه باش یک  کنیم.را یادآوری میkیک س

ساحه ست به صورت kتابع قیمت مطلق روی  :تابع ا [0, ) kصفر ساحه که ابتدا  kدر 

abثانیا   با صفر است، تنها عضوی است که قیمت مطلق آن برابر a b  برای زام اعضایa و

b در ســاحهk،یعنی  موجود باشــد و ثالثا  غیر تســاوی مثلثی برقرار باشــدa b a b   برای

ساحه bوaزام اعضای شته باشد.kدر  مجهز به یک قیمت مطلق kیساحه موجود و صحت دا

ـــاحه ـــیت اعداد  نامیم.قیمت مطلق می یرا یک س ـــیت اعداد حقیقی با قیمت مطلق معمولی وس س

 باشند.میهای قیمت مطلق های معروف از ساحهمختلط با قیمت مطلق مختلط مثال
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ـــاوی مثلثی را با شرط  }maxاگر در تعریف قیمت مطلق شرط نامس }a b a b    که آن را

ساوی مثلثی قوی  شین نماییم، تابع قیمت مطلق را یک قیمت مطلق غیر ارشمیدسی نامیممینام ، جان

ساحه ساحه یو  ضح نامیم.میغیر ارشمیدسی  یمجهز به چنین قیمت مطلق را یک  ست که هر  وا ا

ارشــمیدســی اســت ولی عکو آن در حالت کلی صــدق  یغیر ارشــمیدســی یک ســاحه یســاحه

ـــاحهینم ـــاحه یکند، مثلا  در س با قیمت مطلق معمولی اگر قرار دهیم Rاعداد حقیقی یاعداد س

1a b قیمت مطلق یســـاحه ،اینبر بناکند، ی، آن وقت نامســـاوی مثلثی قوی صـــدق نمR  با

ساحه ست. یقیمت مطلق معمولی یک  سی نی شمید ساحه غیر ار سته روی  س  یتابع قیمت مطلق گ

باشــد به جز  برابر با یکkکنیم که قیمت مطلق زام اعضــایمیرا به این شــکل تعریف  kخواهدل

شد. صفر با ساحه نیز برابر با  صفر  ساحه و قیمت مطلق  ساحه  صفر  ضح برای  قیمت مطلق را مثال وا

ــیی ــمیدس ــاحهمینامیم. می kغیر ارش تنها تابع قیمت  kمتناهی یتوان ثابت نمود که روی یک س

 عریف، همان تابع قیمت مطلق اشکارا است.مطلق غیر ارشمیدسی قابل ت

ـغیر ارشمیدس یمفهوم ساحه (۱۸)اولین بار هنشل  ـچنین مثال مههم ی را ارایه نمود.ـ ـم سـ  یاحهـ

دادـی اعـر ارشمیدسـای غیـی با فضـنایـبرای آش ه نمود.ـنشل ارایـآدیک را ه-pیـر ارشمیدسـغی

p- (۱۷)آدیک. 

سیEفرض کنیم ساحه غیر ارشمید ساحه وکتوری روی یک  ضحkیک  با قیمت مطلق غیر وا

ــد. :تابع باش [0, )E   ــی ــمیدس ــفرگوییم میرا یک نورم غیر ارش ــای  هرگاه ابتدا ص فض

در فضــای aثانیا  برای زام اعضــای با صــفر اســت، تنها عضــوی باشــد که نورم اش برابرEوکتوری

ــــایEوکتوری ــــاحــه rوزــام اعض ــــد، ثــالثــا   و kدر س ــــاوی مثلثی قوی برقرار بــاش نــامس

max{ , }a b a b ضای ضای وکتوری bوaبرای زام اع شد. Eدر ف شته با صحت دا

دار غیر ارشــمیدســی را یک فضــای نورممجهز به یک نورم غیر ارشــمیدســیEفضــای وکتوری

}دار غیر ارشمیدسی این است که ردیفهای فضاهای ناماز جمله ویژگی نامیم.می }naدر فضای نام 

سی ست هر گاه ردیفEدار غیر ارشمید شی ا }1کو }n na a  درEصفر شد، متقارب به  زیرا  با

nبرای m:داریم 

1max{ : 1}n m j ja a a a m j n     
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را کامل)بانخ( نامیم هر گاه هر ترادف کوشی در آن متقارب باشد. Eفضای نورم دارغیر ارشمیدسی

ضاهای شتر با ف شنایی بی شتق پذیری توابع در  برای آ سی و مفاهیم متمادیت و م نورم دارغیر ارشمید

 (۱۵، ۱۳) فضاهای نورم دار غیر ارشمیدسی.

Rرا در فضای نورم دار غیر ارشمیدسی( ۲)خواهیم پایداری معادله دیفرانسیل خطیدر این مقاله می

ـــی کنیم ـــیل معمولی  .(۱۳) بررس ـــیع معادلات دیفرانس ـــام مختلف دارد، یک بح  وس انواع و اقس

سی هایرز ست. در این مقاله پایداری غیر ارشمید شکیل داده ا ضیات تطبیقی را ت اولام معادلات -ریا

 دوم توضیح و مورد بح  قرار داده شده است. یدیفرانسیل خطی نا متجانو مرتبه

اهیت روش توصــیفی بوده و روش متحلیل موضــوع ترکیبی و از نظر  از نظر، هدف این مقاله تطبیقی

 باشد.میای خانهی اطلاعات در این مقاله کتابآور جمع

 تحقیق یپیشینه

باره ـــیل مرتبه یپایداری معادله یقبل از این که در  دوم غیر متجانو با ضرایب متحول  یدیفرانس

 م.یها را معرفی نمایلازم است ابتدا آن ،بح  کنیم

ـــکــل عمو  تعریف: ـــیــل مرتبــه یمعــادلــه میش دوم غیر متجــانو بــا ضرایــب متحول ی دیفرانس

'' ( ) ' ( ) ( )y f x y g x y h x   آن بوده که در( )f x،( )g x میحل عمو  نامند.میرا ضرایب 

عادله یب یم به ترت )ذکر شـــده دارای دو جواب  )hy xو( )py xاســـت. که( )hy x میحل عمو 

''متجانو یمعادله ( ) ' ( ) 0y f x y g x y  است و( )py x ـمع یک حل ساده بدون پارامتر  یادلهـ

)متذکره به صورت یمعادله یـمل عمو ــیعنی ح. باشدمیفوق  ) ( ) ( )h py x y x y x .است 

 پایداری غیر ارشمیدسی معادله دیفرانسیل

 استفاده خواهیم کرد.( ۲) زیر را در اثبات پایداری معادله یلیمه

 ، یعنی(۲). فرض کنیم معادله متجانو متناظربا معادله۱لیمه

'' ( ) ' ( ) 0 (3)y f x y g x y   

):دارای حل عمومی , )hy a b  R  1به صــورت 1 2 2( ) ( ) ( )hy x c y x c y x  

 یهـعادلـورت مـدر این ص تند.ـتیاری هسـقیقی اخـهای حثابت 2cو 1cه در آن ـد کـباش

ـــیــل خ ):مییــک حــل عمو  (۲) طی غیر متجــانوــــــدیفرانس , )y a b R بــه صـــورت
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1 2

2 1
1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , )( ) ( , )( )

x x

a a

y t r t y t r t
y x c y x c y x y x dt y x dt

W y y t W y y t
      را دارد

ــــنقاط اختیاری از ان 2aو 1aکه در آن  )تروالـ , )a b وW سکین ــــبا راب2yو 1yرون طهـ

1 2 1 2 2 1( , )( ) ( ) ' ( ) ( ) ' ( )W y y t y x y x y x y x  (۱۴) است. 

صلی مقاله را ارایه  یاکنون نتیجه ضیه کنیم.میا سیل خطی  یزیر پایداری معادله یدر ق را  (۲)دیفران

در این بخش باید توجه داشــته باشــیم که تابع  کنیم.ثابت میRدار غیر ارشــمیدســیرمدر فضــای نو 

 .(۵) باشدمیغیر ارشمیدسی است و باقیمت مطلق معمولی متفاوت Rقیمت مطلق روی

)فرض کنیم . ۱ قضـیه , )Rغیر ارشــمیدســی یدار غیرارشــمیدســی روی ســاحهیک فضــای نورم

( , )Rــد و ,باش , :( , )f g h a b  R R ــتند و ــده و متمادی هس توابع داده ش

ــه ـــیــل متجــانو) یمعــادل ):( دارای حــل عمومی۳دیفرانس , )hy a b  R ـــورت ــه ص ب

1 1 2 2( ) ( ) ( )hy x c y x c y x شد که در آن ستند. اگر تابع دو2cو1cبا  ثوابت اختیاری حقیقی ه

ـــتق ):پذیر و متمادی بار مش , )y a b R ـــاوی)در تابع۱نامس ـــدق کند، در آن صـــورت  ( ص

0 :( , )y a b Rاست و ثانیا  برای هر (۲)طوری که ابتدا حل برای معادله دیفرانسیل .موجود است

( , )x a b ـــاوی نامس

1 2

2 1
0 1 2

1 2 1 2

( ) ( )
( ) ( ) max ( ) , ( )

( , )( ) ( , )( )

x x

a a

y t y t
y x y x y x dt y x dt

W y y t W y y t


  
   

  
  

)نقاط اختیاری از انتروال2aو1aآن کند که درصدق می , )a b.هستند 

):اثبات: تابع متمادی , )r a b R را با رابطه 

( ): '' ( ) ' ( ) (4)r x y f x y g x y   

)برای( ۱)طبق نامساوی کنیم.تعریف می , )x a b:داریم 

( ) ( ) (5)r x h x   

نا مه برب طه( ۱)لی بت حقیقی (۴)ی و راب ند  2و1ثوا ـــت قاططوریموجود هس  2aو1aکه برای ن

)اختیاری از انتروال , )a b:داریم 

1

2

2
1 1 2 2 1

1 2

1
2

1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) (6)

( , )( )

( ) ( )
( )

( , )( )

x

a

x

a

y t r t
y x y x y x y x dt

W y y t

y t r t
y x dt

W y y t

   






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)که درآن برای هر , )t a b،1 2( , )( ) 0W y y t   1زیراy2وy  ـــتقل  خطا ـــتندمس  هس

0 حال تابع :( , )y a b Rرا با رابطه 

1

2

2
0 1 1 2 2 1

1 2

1
2

1 2

( ) ( )
( ) : ( ) ( ) ( ) (7)

( , )( )

( ) ( )
( )

( , )( )

x

a

x

a

y t h t
y x y x y x y x dt

W y y t

y t h t
y x dt

W y y t

   







 

ست  ۱بنابر لیمه کنیم.تعریف می ضح ا سیل یحل برای معادله 0yکهوا ست.( ۲)دیفران چنین از هم ا

 رابطه زیر (۷) و (۶) ،(۵) روابط

1

2

1 2

2
0 1

1 2

1
2

1 2

2 1
1 2

1 2 1 2

( )
( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))

( , )( )

( )
( ) ( ( ) ( ))

( , )( )

( ) ( )
max ( ) , ( ) (8)

( , )( ) ( , )( )

x

a

x

a

x x

a a

y t
y x y x y x h t r t dt

W y y t

y t
y x h t r t dt

W y y t

y t y t
y x dt y x dt

W y y t W y y t


  

 

  
  

  





 

 

)که برای هربا توجه به این گردد.نتیجه می , )t a b، 1توابعy2وy ـــتق پذیر، متمادی ودو بار مش

1 2( , )( ) 0W y y t ، پو عبارت ضریب ست رابطه ست. (۸) در طرف را  ،بنابراین متناهی ا

 .(۷) صحت دارد و اثبات زام است (۲) پایداری معادله

 گیریم:میاویلر( را درنظر -)کوشی کوشی یاکنون معادله

2 '' ' ( ) (9)x y xy y h x    

,0):ثوابت حقیقی هستند و تابع داده شده وکه در آن  )h  Rپذیر است. در ادامه مشتق

ــیه ــتفاده از قض ــی را ثابت  یاولام معادله-پایداری هایرز (۱)با اس ــیل کوش حالت  کنیم کهمیدیفرانس

ـــیل خطی یخاص از معادله ـــت. پایداری این معادله را برای حالت خاص ثابت  (۲) دیفرانس اس

  در سایر حالات اثبات مشابه است. کنیم.می
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). فرض کنیم۲ قضیه  , )R غیر ارشمیدسی یدار غیر ارشمیدسی روی ساحهیک فضای نورم

( , )R0):تابع داده شــده باشــد و, )h  R چنین اعداد ثابت باشــد. هم پذیرمشــتق

 زیر یطور به باشد که رابطهوحقیقی

2( 1) 4 0 (10)    

 اولام است.-هایرزدارای پایداری غیر ارشمیدسی ( ۹)دیفرانسیل یدرآن صورت معادله صدق کند.

,0):و متمادی پذیرتق: در اصل باید ثابت کنیم که اگر برای تابع دوبار مشاثبات )h  R نامساوی 

2 ''( ) '( ) ( ) ( ) (11)x y x xy x y x h x      

0در آن صــورت تابع صــدق کند، :(0, )y  R یکه ابتدا حل برای معادلهطوریموجود اســت 

,0)است و ثانیا  برای هر (۹)دیفرانسیل )x  نامساوی 

0( ) ( ) ( )y x y x k  
 

)صـــحت دارد که در آن  )k  فقط بهوابســـته اســـت و
0

lim ( ) 0k





فرض کنیم.c یک ثابت

سیل یابتدا معادله اختیاری است.حقیقی مثبت  lnرا با تعویض (۹) دیفران x tو( ) : ( )tz t y e

 دیفرانسیل با ضرایب ثابت به شکل زیر یبه یک معادله

''( ) ( 1) '( ) ( ) ( ) (12)tz t z t z t h e     

 وضع کنیم: (۹) معادلهباید روابط زیر را در  (۱۰) معادلهدر اصل برای استنتاج  کنیم.میتبدیل 

2 2 2

( ) ( )
' '( )

'( ) ( '( ))
'' ''( ) '( )

t

t

dy x dy e dt
xy x x z t

dx dt dx

dy x dy e z t dt
x y x x z t z t

dx dt dx



  

   
 

دیفرانسیل  یدیفرانسیل متجانو وابسته به معادله یمعادله یمشخصه ی( معادله۱۰)با توجه به فرض

به صــورت  میعمو  و حل 2rو1rدارای دو جذر متمایز (۱۲)دیفرانســیل یمتجانو وابســته به معادله

1 2

1 2( ) r t r t

hz t c e c e ست که در آن شند.میثوابت حقیقی 2cو1cا در  با اعمال تعویض اخیر با

 شود:می( نتیجه ۱۰) نامساوی

''( ) ( 1) '( ) ( ) ( ) (13)tz t z t z t h e      
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)با در نظر گرفتن )z t ،( 1)  ،،( )th e وlnc طه جای۷) در راب به  یب  به ترت  )

( )y x ،( )f x،( )g x،( )h xوa1گیریم که ثوابت حقیقی مینتیجه  ،(۲) در قضـــیهc2وc 

 طور موجود هستند که روابط زیر

1 1

1 2 1 2

0 1 2

2 1 2 1ln ln

( ) ( ) ( )

t tr t r t
r t r t r r

c c

e e
z t c e c e e h e d e h e d

r r r r

       
   

 و

1 2( ) ( )

0

2 1 ln ln

( ) ( ) max ,

t t

r t r t

c c

z t z t e d e d
r r

 
  

 
   

  
  

txاکنون با عمل معکوس تعویض، یعنی صحت دارند. eو( ) ( )z t y x به روابط 

1 2

1 2 1 21 1

0 1 2

2 1 2 1

( ) ( ) ( )

x xr r
r r r r

c c

x x
y x c x c x h d h d

r r r r
           

   

 و

1 1 2 2

1 2

2

1

1 1

0

2 1

1 2

2 1 1 2

1 2

2 2

1 1

( ) ( ) max ,

1 ( ) 1 ( )

max , 0 0

1 ( )

max ln( ) , 0 0

1 ( )

max ln( ) ,

x x

r r r r

c c

r r

r

r

y x y x x d x d
r r

x x

c c if r and r
r r r r

x
x c if r and r

r c r

x
x c

r c r


   







   
  

   
   

 
   

  
  

  

 
  

   
 
  

 
 

 



 

2 10 0if r and r















  





 

اولام است و -دارای پایداری غیر ارشمیدسی هایرز (۱۱) دیفرانسیل یمعادله، بنابراین .یابیممیدست 

 (.۱۹، ۱۷) گردداثبات کامل می
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 گیرینتیجه
موضوع و طرح موضوع معادلات دیفرانسیل معمولی یک مبح  وسیع بوده  یظر داشت پیشینهبا در 

شده اند، برای حل دقیق آن و صناف مختلف تقسیمات  شنهاد های مختلها روشبه ا ف و گوناگون پی

حل که حل دقیق همه معادلات دیفرانســیل معمولی ناممکن بوده ناچار هســتیم به از این گردیده اند.

)تقریبی( معادلات دیفرانســـیل دو موضـــوع بســـیار مهم و  ها مراجه گردد، در حل عددیعددی آن

)تقریبی( معادلات  اساسی است که عبارت اند از پایداری و ناپایداری حل تقریبی، روش حل عددی

و  دیفرانسیل توسط نورم های متفاوت بررسی یدیفرانسیل است که پایداری و ناپایداری یک معادله

دوم معمولی با ضرایب  یدرین مقاله برای بررسی پایداری معادلات دیفرانسیل مرتبه .گرددمطالعه می

 ثابت یا متحول از نورم غیر ارشمیدسی استفاده گردیده است. 

دوم چنین  یاولام معادلات دیفرانســـیل خطی غیر متجانو مرتبه-ارشـــمیدســـی هایرز ازپایداری غیر

 :کهید آمیدست نتیجه به

یک  کنیم.میرا یادآوری kتعریف تابع قیمت مطلق روی ساحه، یک ساحه باشد kفرض کنیم  -

:تابع اســـت به صـــورت kیتابع قیمت مطلق روی ســـاحه [0, ) kدر  که ابتدا صـــفر

abثانیا   با صفر است، تنها عضوی است که قیمت مطلق آن برابرkیساحه a b  برای

ـــای  ـــاحه bوaزام اعض ـــدق کند،kیدر س ـــاوی مثلثی ص ـــد و ثالثا  نامس یعنی  موجود باش

a b a b  برای زام اعضایaوb ساحه شد.kیدر  شته با  موجود و صحت دا

حقیقی با سیت اعداد  نامیم.قیمت مطلق می یمجهز به یک قیمت مطلق را یک ساحهkیساحه

های های معروف از ســـاحهقیمت مطلق معمولی وســـیت اعداد مختلط با قیمت مطلق مختلط مثال

 باشند.قیمت مطلق می

''دوم با ضرایب غیر ثابت ی متجانو مرتبهمعادله دیفرانسیل خطی غیر  - ( ) ' ( ) ( )y f x y g x y h x   

 است. داد پایدارـارشمیدسی اع دار غیراست که در فضای نورم یمعادله
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