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 چکیده
توان گفت که واریانس در در این صــورت می، های چانســی در نظر بگیریمبینی در بازییاضــی را نوع خوشاگر امید ر

کند. با دانستن امید ریاضی و واریانس و اعمال حقیقت از ریسک که در بازی چانسی مورد نظر نهفته است ما را آگاه می

  ایده اصلی مطرو شده در مورد امید ریاضی توسطگرفت.  یبرد و تصمیم بهتر و سنجیده شدهآن می توان به این مهم پی

خواست متوسط می دی مطرو شد. او می ۱۶۵۴دان فرانسوی در سالدانشمند و ریاضی (Blaise Pascal) «بلز پاسکال»

سبه کند راکه در چنین بازی شرکت می شخصی درآمد در تعداد زیادی از  شخصکه کرده و مشخص کند در حالتی  محا

 زیان.آیا سود نصیبم خواهد شد و یا  کند بازی شرکتاین 

 متحول تصادفی و انحراف معیار ؛اوسط ؛امید ریاضی ؛واریانس ؛بازی چانس ؛اصط حات کلیدی: کمیت مورد انتظار

 

Role of Variance on Mathematical Expectation 

Jr. Teaching Asstt. Azizullah Paeyndah 

 

Abstract 

The concept of mathematical expectation arose in connection with games of chance. In 

its simplest form, mathematical expectation is the product of the amount a player stands 

to win and the probability that the player would win. The idea of the expected value 

originated in the middle of the 17th century from the study of the so-called problem of 

points, which seeks to divide the stakes in a fair way between two players. This problem 

had been debated for centuries, and many conflicting proposals and solutions had been 

suggested over the years, when it was posed in 1654 to Blaise Pascal by French writer 

and amateur mathematician Chevalier de Méré. Méré claimed that this problem couldn't 

be solved, and that it showed just how flawed mathematics was when it came to its 

application to the real world. 
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 مقدمه
آیا ، دهیمرا ادامه می کند و از این که بازیامید ریاضــی در حقیقت ادامه یک جریان را مشــخص می

 گیرد.این سنجم با استفاده از امید ریاضی صورت می .در نهایت سود نصیب ما خواهد شد یا ضرر

گســســته که  تصــادفی متحول مقدار  قابل انتظاری اســت از یک ، امید ریاضــیی احتمالاتنظریه در

احتمال  وقوع هر یک از حالات ممکن در مقدار آن حالت. در  ضربحاصل عبارت است از مجموع

نهایت تکرار با بی فرایند تصــادفی طور متوســط از یکبه مقداری که به نتیجه اوســط مســاوی اســت

ک متحول تصادفی، مقدار  تعداد اوسط دفعات  تر، مقدار چشم داشتی از یرود. به بیان سادهانتظار می

ــاهده شــده یک ســکه، برای به دســت آوردن ی یک وضــعیت اســت. به عنوان مثال، در پرتاب مش

شیر یا خط(، می سکه ) سمت از یک  شاهده هر  توان این کار را به دفعات زیاد انجام داد. احتمال م

شاهده هرکدام از حالت سط تعداد دفعات  م شم ها )اکنون او ست به مقدار چ ساوی ا شیر یا خط(، م

 (. ۲) یا همان امید ریاضی داشتی

، اوسط به مقدار مورد انتظار n نتایج محاسبه شوند، پس با افزایماوسط  بار پرتاب شود و nاگر تاس

 گویند. متقارب خواهد بود. به این موضوع قانون قوی اعداد بزرگ می

کند، یک جریان را مشــخص می یاقع نشــود اما ادامهامید ریاضــی کمیت اســت که ممکن در عمل و 

ــاحتمال ظاهر شدن هر یک از وجوه در پرتاب تاس یک بح مث   ــث است اما هـ ــدف متوقعـ ه یعنی ـ

ـــاین که چه انت تر است. و یا این که بحث دیگری است و این موضوع مهم، رود که واقع شودظار میـ

این بازی به نفع شخص است یا  یادامه، دهددامه میدار به یک بازی اورت دوامــــاگر شخصی به ص

ض ضی روی آن بحث میمی یموضوعاتاین  .رر ویـــــبه  شند که امید ریا شهور به با کند. لاپ س م

س ست:ــــنیوتن فران شخیص میزان برد و یا باخت در بازی ه گفته ا سی علم احتمال که برای ت های چان

 (. ۴) هدف از دانم بشری تبدیل شودترین مطرو شده ممکن است درآینده به مهم

 ی موضوع پیشینه
متحول تصـــادفی: متحول تصـــادفی توصـــیف عددی برآمد یک آزمایم اســـت؛ به عبارت دیگر،  

 (. ۶است ) اعداد حقیقیبه  فضای نمونهاز  تابعیمتحول تصادفی 

ای از فضای نمونه یک عدد حقیقی آن به نقطه یهکه متحول تصادفی قانونی است که به وسیلو یا این

 شود.نمایم داده می Yو  Xروف بزرگ مانند شود. متحولین تصادفی معمولا  با حنسبت داده می
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مقدارهای خواهی مانند توان انواع دلگیرند؛ ولی میمیهای حقیقی را متحولین تصادفی معمولا  قیمت

غیره را در نظر گرفت. متحول تصـــادفی بر دو نوع اســـت: متحول و  هامتریکس، اعداد مختلط، بولی

 (. ۹تصادفی گسسته و متحول تصادفی پیوسته )

صادفی سته گویند X متحول ت س تواند اختیار کند متناهی یا نامتناهی ، هرگاه تعداد مقادیری که میرا گ

 (. ۸) پذیر باشدشمارش

تواند اختیار کند از یک ســـت نامتناهی ، هرگاه مقادیری که میرا پیوســـته گویند Xمتحول تصـــادفی 

شد؛ به عبارت دیگر مقادیر متحول تصادفی پیوست صله یا انتروال  Xه )زمان، مکان و ...( با در یک فا

 (. ۷) از ست اعداد حقیقی قرار دارد

ـــتند و در نتیجه فضـــای نمونهنتایج برخی از آزمایم ی آن را اعداد های تجربی تصـــادفی کمی هس

دهند. به عنوان مثال اگر آزمایم تجربی تصادفی انتخاب یک محصل به تصادف حقیقی تشکیل می

وی باشــد، برآمدهای این آزمایم تجربی تصــادفی کمی خواهد از محصــ ن ک س و مشــاهده وزن 

بود. در مواردی ممکن است برآمدهای یک آزمایم تجربی تصادفی دارای طبیعت کمی نباشند، اما 

. آزمایم تجربی تصــادفی دارای پرتاب یک تاس از هایی را به آن نســبت دادبتوان به ســادگی کمیت

سادگی می ست؛ زیرا به  شکل ۶تا  ۱ن اعداد توااین نوع ا سبت داد. را به  های مختلف بر روی تاس ن

گاهی نیز برآمدهای یک آزمایم تجربی تصــادفی دارای رابطه واضــح و مشــخصــی با اعداد حقیقی 

شان شیر یا خط ن سکه، آمدن  ستند. به عنوان مثال در پرتاب یک  صی دهندهنی شخ ی هیچ کمیت م

 (.۹)هی را به شیر یا خط نسبت داد خواتوان هر عدد دلنیست و در نتیجه می

در اصـــط و ریاضـــی به قانونی که اعداد حقیقی خاصـــی را به هر یک از برآمدهای یک آزمایم 

گویند؛ اما در اصــط و احتمال به این تابع متحول تصــادفی دهد، تابع میتجربی تصــادفی نســبت می

الجبری نبوده و یک تابع اســت و ولهای معمکه متحول تصــادفی مانند متحولشــود. حال آنگفته می

 اساس مبانی ریاضی دارا باشد.باید خصوصیات یک تابع را بر

تابع احتمال: به تابعی که بتوان با اســتفاده از آن احتمال هر یک از مقادیر ممکن متحول تصــادفی را 

شخص کرد، تابع احتمال یا توزیع احتمال گفته می سسته و حولشود. در مورد متم پیوسته تابع های گ

 (. ۵) شودطور متفاوت تعریف میاحتمال به
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، مقدار 𝑝1را با احتمال  𝑥1بتواند مقدار  Xسته ـول تصادفی گسـاگر متح :ظار گسستهـدار مورد انتـمق

𝑥2 تمال ـــرا با اح𝑝2  و غیره تا مقدار𝑥𝑘  را با احتمال𝑝𝑘 صورت  ید ریاضی بهـــتیار کند، پس امـــاخ

 :ودـشریف میـزیر تع

𝐸[𝑥] = 𝑥1𝑝1 + 𝑥2 𝑝2 +. . . +𝑥𝑘 𝑝𝑘 = ∑ 𝑥𝑖𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

   (۱) 

𝑝1دانیم که می +   𝑝2 +. . . +  𝑝𝑘 = ید ریاضـــی را به شـــکل اوســـط وزنی توان امپس می ،1

 شکل زیر نوشت؛ یعنی:به

𝐸[𝑥] =
𝑥1𝑝1 + 𝑥2 𝑝2 +. . . +𝑥𝑘 𝑝𝑘

𝑝1 +   𝑝2 +. . . +  𝑝𝑘
    (۲) 

𝑝1چانس باشــند، یعنی هم 𝑥𝑖اگر مقادیر  = 𝑝2 = 𝑝3 =. . . = 𝑝𝑘 پس اوســط وزنی به اوســط ،

 (.۳)گردد ساده تبدیل می

کنیم به یک از امید ریاضــی فرض می به عنوان مثال گویند.مقدار مورد انتظار نیز میامید ریاضــی را  

تواند با انتخاب خود به ترتیبی که شود و او میداده می ۲و  ۱ال ؤ کننده در مسابقه نمایشی دو سشرکت

𝑖 (𝑖ال ؤ اگر او تصمیم بگیرد که س(. ۲)خواهد آن دو را پاسخ گوید می = را اول پاسخ گوید،  (۲ ،۱

صورتی میآن سگاه او در  𝑗 (𝑗ال ؤ تواند  ≠ 𝑖) س سخ  سخ گوید که پا شد. اگر  𝑖ال ؤ را پا صحیح با

ای به ال دیگر پاسخ بدهد. شرکت کننده جایزهؤ ال اولیه او صحیح نباشد محاز نیست که به سؤ پاسخ س

ــ 𝑣𝑖اندازه  ــورتی که س 𝑖 (𝑖ال ؤ دریافت کند، در ص = ــحیح بدهد. بنا (1.2 ــخ ص براین برای را پاس

𝑣۱مثال، او جایزه  + 𝑣۲ ال پاسخ صحیح بدهد. اگر احتمال ؤ دو س کند که به هررا زمانی دریافت می

ساوی به  𝑖این که او  𝑃𝑖 (𝑖را بداند م = سوال ها را ابتدا انتخاب نماید، تا  (1.2 شد. کدام یک از  با

𝐸𝑖 (𝑖امید ریاضی جایزه او حد اکثر شود؟ فرض کنید که حادثه های  = این  یدهندهکه نشان (1.2

  (.۱)را بداند مستقل باشند  𝑖ال ؤ که او پاسخ صحیح س

 اول مساوی است به: یگاه جایزهال اول را انتخاب کند آنؤ اگر او ابتدا س برای حل،

1 با احتمال،       0 − 𝑃1 

 𝑣1      ،با احتمال 𝑃1(1 − 𝑃2) 

 𝑣1 + 𝑣2       ،با احتمال 𝑃1 𝑃2 
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 او مساوی است به: یامید ریاضی میزان جایزه، ینبرابنا

𝐸[𝑥] = ∑ 𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖)      (3)

𝑛

𝑖=1

 

 توان نوشت:می

𝐸[𝑥] = 0( 1 − 𝑃1) + 𝑣1𝑃1(1 − 𝑃2) + (𝑣1 + 𝑣2)𝑃1 𝑃2 

 =  𝑣1𝑃1(1 − 𝑃2) + (𝑣1 + 𝑣2)𝑃1 𝑃2  
 

 او مساوی است با: یال دوم را پاسخ دهد، امید ریاضی میزان جایزهؤ دا ساز طرف دیگر اگر او ابت

𝑣2𝑃2(1 − 𝑃1) + (𝑣1 + 𝑣2)𝑃1 𝑃2 
 

 ال اول را انتخاب کند هرگاهؤ براین بهتر است شخص ابتدا سبنا

𝑣1𝑃1(1 − 𝑃2) > 𝑣2𝑃2(1 − 𝑃1) 

 یا

𝑣1𝑃1

1 − 𝑃1
>

𝑣2𝑃2

1 − 𝑃2
 

 

 ۸۰دالر باشد و  ۲۰۰داند و جایزه آن ال اول را میؤ فیصد مطمئن باشد که پاسخ س ۶۰برای مثال اگر او 

 را پاسخ گوید. زیرا: ۲ال ؤ دالر مطمئن باشد، او ابتدا باید س ۱۰۰ال دوم با جایزه ؤ فیصد در مورد س

400 =
(100)(0.8)

0.2
≥

(200)(0.6)

0.4
= 300 

 شود که چون:دیده می

𝑣1𝑃1(1 − 𝑃2) > 𝑣2𝑃2(1 − 𝑃1) 
 

 ی بپردازد بهتر است. ولی اگر رابطه ۱ال ؤ لذا اگر شخص ابتدا به حل س .کندصدق می

𝑣1𝑃1(1 − 𝑃2) < 𝑣2𝑃2(1 − 𝑃1)  
 

 (.۲) را حل کند ۲ال ؤ صدق کند، در آن صورت باید ابتدا س
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ــته بهمقدار مورد انتظار  ــس ــته نیز مانند مقدار مورد انتظار گس ــته: مقدار مورد انتظار پیوس ــت پیوس دس

ـــمبول جمع به انتگرال تبدیل میتآید، فقط با این می ـــود و تابع احتمال فاوت که س  به تابع p(x)ش

 (.۱یابد )تغییر می f(x)کثافت 

 شود، مساوی است به:اده مینشان د E(X)که با سمبول  Xمقدار مورد انتظار متحول تصادفی پیوسته 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥   (۴)

∞

−∞

 

𝐸(𝑔(𝑥)) = ∫ 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

∞

−∞

 

 آید:دست میبهحالا امید ریاضی 

𝐸(𝑔(𝑥)) = ∫ 9 + 15𝑥2𝑑𝑥 = (9 +
15

4
) − (9(0) +

0

4
) =

51

4
= 12.75

1

0

 

دهد نشان می« امید ریاضی»اوسط که اندازه پراکندگی را حول  Xریانس: واریانس متحول تصادفی وا

 دهیم، به شکل زیر قابل محاسبه است:نشان می V(x)و آن را با 

𝑉(𝑋) = ∑(𝑋 − 𝜇) 2𝑓(𝑥)

𝑥

 (۵)  

 یا 

𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋 − 𝜇)2  

𝜇در این رابطه  = 𝐸(𝑥) شود:شکل زیر نیز نوشته میکردن بعضی تغییرات، واریانس بهاست. با وارد 

𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) −  𝜇2  

 زیرا: 

𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋 − 𝜇)2 

 = 𝐸(𝑋2 − 2𝑋𝜇 + 𝜇2)  

 = 𝐸(𝑋2) − 2𝜇𝐸(𝑋) + 𝜇2 

 = 𝐸(𝑋2) − 2𝜇𝜇 + 𝜇2 

 = 𝐸(𝑋2) − 2𝜇2 + 𝜇2 

⇒ 𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) −  𝜇2  
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 باشد:شکل زیر میو انحراف معیار به

𝑆𝐷(𝑥) = √𝑉(𝑥) (۶)  

ستفاده می Xنیز برای واریانس سمبول دیگری را  𝜎2کنند که عبارت از ا
𝑥  است. دراین صورت جذر

𝜎دوم واریانس که به   
𝑥 شــود عبارت از انحراف معیار متحول تصــادفی نشــان داده میX  اســت که

 (.۴) ها واضح خواهد شدانحراف معیار در حل مثال

 توان نوشت: حالا می

𝜎2
𝑥 = 𝐸(𝑋2) − 𝜇2 

سسته: اگر  صادفی گ سسته  P(x)واریانس متحول ت صادفی گ شد، آن Xتوزیع احتمال متحول ت گاه با

 شود:شکل زیر تعریف میواریانس به

𝜎2
𝑥 = 𝐸(𝑋 − 𝜇)2 = ∑(𝑋 − 𝜇)2𝑃(𝑥) (۷)  

 یا 

𝜎2
𝑥 = 𝐸(𝑋)2 − 𝜇2 = ∑ 𝑋2𝑃(𝑥) − 𝜇2 (۸)  

 

ــته: اگرواریانس متحو  ــته  f(x) ل تصــادفی پیوس باشــد،  Xتابع کثافت احتمال متحول تصــادفی پیوس

 آنگاه واریانس عبارت است از:

𝜎2
𝑥 = 𝐸(𝑋 − 𝜇)2 = ∫ (𝑋 − 𝜇)2𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞
 (۹)  

 یا

𝜎2
𝑥 = 𝐸(𝑋)2 − 𝜇2 = ∫ 𝑋2𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

 − 𝜇2  

فرض کنید در یک بازی دو ســکه به شــما داده  یا انحراف معیارخاطر روشــن شــدن نقم واریانس هب

کنید در صورت شیر آوردن برنده طوری است که وقتی سکه را پرتاب میشود تا پرتاب کنید. بازی می

 و در صورت خط آوردن بازنده خواهید شد. بازی را برای حالات زیر ادامه دهید:

 آمدن دو افغانی بازنده خواهید شد؛رنده و در هر بار خطآمدن سکه دو افغانی بدر هر بار شیر :الف

 ازنده خواهید شد؛افغانی ب ۲۰آمدن افغانی برنده و در هر بار خط ۲۰آمدن سکه در هر بار شیر :ب

 بازنده خواهید شد. افغانی ۱۰۰آمدن افغانی برنده و در هر بار خط ۱۰۰آمدن سکه درهر بار شیر :ج
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به ترتیب امید برد در هر بازی را نشـــان دهند، با محاســـبه اوســـط و  𝐸3و 𝐸1 ،𝐸2اگر در بازی فوق 

، برای حل دهید.که کدام بازی را ترجیح می واریانس، برد را در هر بازی محاسبه کنید، سپس بگویید
 کنیم:را در جدول مشخص می 𝑋3و  𝑋1 ،𝑋2های تصادفی در قدم اول متحول

 . دهدها نشان میی ذکر شده را با احتمال برد آنهر سه باز  :۱ جدول شماره

 کنیم:حال امید ریاضی هر کدام را محاسبه می

𝐸(𝑋1) = ∑ 𝑥1𝑃(𝑥1) 

𝐸(𝑋1) = (−2) (
1

4
) + (0) (

2

4
) + (2) (

1

4
) = 0 

𝐸(𝑋2) = ∑ 𝑥2𝑃(𝑥2) 

𝐸(𝑋1) = (−20) (
1

4
) + (0) (

2

4
) + (20) (

1

4
) = 0 

𝐸(𝑋3) = ∑ 𝑥3𝑃(𝑥3) 

𝐸(𝑋1) = (−200) (
1

4
) + (0) (

2

4
) + (200) (

1

4
) = 0 

شما این بازی را دیده می ست؛ یعنی اگر  صفر ا سه بازی  ضی برای هر کدام از این  شود که امید ریا

. حال ببینیم با شــوید و نه بازنده. این چیزی بود که از امید ریاضــی دانســتیمادامه دهید، نه برنده می

ــه بازی را در ــک این س ــت واریانس ادامه بازی را چگونه تحلیل خواهیم کرد. واریانس، ریس نظرداش

 درهر بازی صفر است داریم:  𝜇که سازد. با دانستن اینبرای ما واضح می

𝜎2
𝑥 = 𝐸(𝑋)2 − 𝜇2 

⇒ 𝜎2
𝑥 = 𝐸(𝑋)2 − 0 = 𝐸(𝑋)2 = ∑ 𝑥2𝑃(𝑥) 

 کنیم:حساب می 𝑋1ل واریانس را برای متحول تصادفی حا

𝜎2
𝑥1

= 𝐸(𝑋1)2 = (4) (
1

4
) + (0) (

2

4
) + (4)(

1

4
) = 2 
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 عبارت است از: 𝑋2واریانس برای متحول تصادفی  

𝜎2
𝑥2

= 𝐸(𝑋2)2 = (400) (
1

4
) + (0) (

2

4
) + (400)(

1

4
) = 200 

 چنان:هم

𝜎2
𝑥3

= 𝐸(𝑋3)2 = (40000) (
1

4
) + (0) (

2

4
) + (40000)(

1

4
) = 20000 

ست و آن این سیار مهم ا سبات بالا مبین واقعیت ب سه بازی یکسان نیست، در محا که ریسک در این 

 (. ۳) اندها کام   باهم مساویحالی که اوسط یا امید ریاضی آن

طلق آن م ک عمل است؛ اما انحراف معیار که جذر واریانس دارای واحد مشخص نیست و مقدار م

این اگر بخواهیم با واحد افغانی حرف بزنیم، لازم برست. بنارا دارا Xگیری واریانس است، واحد اندازه

 را محاسبه کنیم؛ یعنی: 𝑋3و  𝑋1 ،𝑋2است که انحراف معیار 

⇒ 𝜎  
𝑥1

= √2 = 1.4 ,  𝜎  
𝑥2

= √200 = 14.1 .  𝜎  
𝑥3

= √20000 = 141.4 

ـــود که در بازی الف، مقدار برد در هر بار به طور  از دریافت انحراف معیار در روابط بالا دیده می ش

تر یا کمتر از اوســط برد اســت، در حالی که این مقدار برای بازی ب، افغانی زیاد ۱.۴متوســط تقریبا  

افغانی اســت. چون اوســط برد در هر ســه بازی یکســان اســت،  ۱۴۱.۴افغانی و برای بازی ج،  ۱۴.۱

ست که بازی معقول شیم و بازی که ریسکرا انتخاب کنیم، مگر این« الف»تر ا که یا این« ب»طلب با

 (. ۳)را ترجیح دهیم « ج»طلب باشیم تا بازی خیلی ریسک

 گیرینتیجه
  :می توان استنتاج نمودبا بررسی موضوع امید ریاضی و واریانس نتایج زیر را 

ره کاربرد ـهای از زندگی روزممـهای چانسی بلکه در بسیاری از بخد ریاضی نه تنها در بازیـامی. 1

 رواوان دارد.ـف

شان می. 2 که واریانس از حالی ردهد دامید ریاضی اکثرا اندازه خوشبینی یا دلچسپی ما را در کاری ن

 کند.را آگاه میخطر که در این تجربه نهفته است ما 

ــت به. 3 ــکی در یک تجربه نهفته اس ــت آورده بدون واریانس ما هیچ اط عی از این که چه ریس دس

  .رسی کردهای موجود را بر توان چالمنظر داشت واریانس میتوانیم اما با در نمی

ید ریاضی و تصمیم نهایی در مورد این که یک تجربه ارزش اجرا داشته باشد یا نه بعد از بررسی ام. 4

 تواند.دست آمده میواریانس به
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