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 های اصل تغییراتی اکلندگونه در فضای شبه متیکیمعادل
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 چکیده
–این مقاله ابتدا مفهوم در 𝑄  ــبه متریکی که تعمیم ــای ش ــله  -𝜔تابع و 𝜏−ی مفاهیم دهندهتابع روی فض فاص

–یک  گونه در فضــای شــبه متریکی باشــده و بعدا  اصــل تغییراتی اکلنداســت، تعریف  𝑄 چنان تابع بیان و هم

–با یک  کاملشـکل تعادل اصـل تغییراتی اکلندگونه در فضـای شـبه متریکی  𝑄 نظر گرفته شـده و در  تابع در

ضیه ادامه معادل بودن صل تغییراتی اکلندگونه با ق ستاین ا کرک برای توابع چندین –یی نقطه ثابت از نوع کاری

–یک  با کاملر در فضای شبه متریکی ــازی تاکهشی و موارد مرتبط دیگــسریــی اصغیهــقیمته، قض 𝑄  تابع

 بیان و اثبات شده است.

ــط حات کلیدی – :اص 𝑄 ــیه نقطه ثابت از ــل تغییراتی اکلندگونه؛ قض ــتی تابع؛ اص ــیه -نوع کاریس کرک؛ قض

 متریکی اصغری سازی تاکهشی؛ فضای شبه

 

Equivalences of Ekeland-type variational principle in the setting 

of quasi-metric spaces  

Jr. Teaching Asstt. Syed Nasim Siawash 

Abstract 

In this paper, first introduced the concept of a Q-function defined on a quasi-metric space. 

This concept generalizes the notion of a τ-function and a ω-distance. Then we present 

Ekeland-type variational principles in the setting of quasi-metric spaces with a Q –

function, an equilibrium version of the Ekeland-type variational principle in the setting 

of complete quasi-metric spaces with a Q-function. Also the equivalences of this Ekeland-

type variational principles with Caristi–Kirk type fixed point theorems for multivalued 

maps, the Takahashi minimization theorem and some other related results in the setting 

of complete quasi-metric spaces with a Q–function, are stated and has been proven.  

Keywords: Q–function; Ekeland-type variational principles; Caristi–Kirk type fixed point 

theorems; Takahashi minimization theorem; and quasi-metric spaces 
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 مقدمه 
(. روی یک فضــای متریکی کامل بیان شــد ۵م توســط اکلند )1972ســال  اصــل تغییراتی اکلند که در

سیار سی در یکی از نتایج ب سا سایل زیادی از ا ست که برای حل م سازی، قبیل بهینه آنالیز غیرخطی ا

ستمنظریه سی ستفاده میی کنترول بهینه، گیم تیوری،  شود های دینامیکی، معادلات غیرخطی و غیره ا

 ی پایینی و از پایین محدود را درپیوســته(. این اصــل در حقیقت اصــغری یک تابع نیمه6، 5، 3، 2)

فاده زیاد این قریب میمجاورت یک نقطه ت ـــت به اس ـــل در بخمزند. نظر  های مختلف آنالیز اص

که این اصل  ردیدند. و نشان دادندـهای آن گالعه و تعمیمـمندهای زیادی مصروف مطـخطی دانشغیر 

بعضی قضایای مشهور دیگر  ری سازی تاکهشی وــــیه اصغــــکرک، قض -با قضیه نقطه ثابت کاریستی

 (. ۹) معادل می باشد

ــبه متریکی با یک  رد ــکل خاص اصــل تغییراتی اکلند ابتدا در قالب فضــای ش –این مقاله ش 𝑄  تابع

بعدا  در قالب فضای شبه متریکی کامل با یک  بدون فرض نیمه پیوستگی پایینی برای تابع مورد نظر و

– 𝑄  از نوع ی ثابت معادل بودن این اصـــل تغییراتی با قضـــیه نقطه تابع بیان شـــده اســـت، در ادامه

ضیه ستی کرک برای توابع چندین قیمته، ق صغریکاری شی و بعضی نتایج مرتبط دیگر ی ا سازی تاکه

 در فضای شبه متریکی بیان و اثبات شده است. 

 ی موضوعپیشینه
سمی که در مقدمه ذکر نمودیم، درسال  سیار مهم را در آنالیز غیرخطی م اکلند یک نتیجه1972ق ی ب

ک تابع نیمه پیوسته پایینی و از پایین محدود درمجاورت یک نقطه روی فضای برای تقریب مینیمم ی

ضیه نقطه صل با ق ست. این ا صل تغییراتی اکلند ا شهور به ا ی ثابت متریکی کامل بیان نمود که فع   م

ستی شی و -کاری سازی تاکه صغری  ضیه ا شد. در  کرک، ق شهور دیگر معادل می با ضایای م بعضی ق

اصل  فاصله را روی یک فضای متریکی تعریف نموده و -𝜔( مفهوم ۷همکارانم )کادا و  1996سال 

فاصله تعمیم  -𝜔ی نقطه ثابت کاریستی _ کرک را برای سازی و قضیهی اصغریتغییراتی اکلند قضیه

ــازوکی ــله را ب -𝜔تر از ( مفهوم عمومی۱۰) دادند. س ــله 𝜏−نام هفاص اصــل تغییراتی  ی معرفی وفاص

ــله 𝜏−ا برای اکلند ر  ــاخت و بعدا  لین و دو )فاص تابع را تعریف و اصــل تغییراتی  𝜏−( مفهوم ۸ی س

درین مقاله تعمیم  .تابع تعمیم دادند 𝜏−اکلند را برای توابع نیمه پیوسته پایینی و از بالا محدود با یک 

در فته شده است های آن به بررسی گر خاصی از اصل تغییراتی اکلند در فضای شبه متریکی و معادل

 نماییم.ابتدا بعضی مفاهیم اولیه مورد نیاز را معرفی می
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:𝑑 گاه تابع خالی باشـــد آنیک ســـت غیر  𝑋اگر  تعریف: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ = ک شـــبه ی(∞ ،0]

 در شرایط زیر صدق نماید. شود اگرگفته می 𝑋متریک روی 

(𝑀1)   𝑑(x. 𝑦)  ≥ 0    ∀ 𝑥. 𝑦 ∈ X 

(𝑀2)   𝑑(x. 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦 

(𝑀3)   𝑑(x. 𝑦)  ≤ 𝑑 (𝑥. 𝑧) + 𝑑(𝑧. 𝑦 )    ∀  𝑥. 𝑦. 𝑧 ∈ 𝑋 

نام فضــای شــبه متریکی یاد شــده و به شــکل به 𝑑همراه با یک شــبه متریک   𝑋خالی یک ســت غیر 

 ( 𝑋. 𝑑) ضای متریکی با شبه متریکی تعمیم از ف ضای  شود. در حقیقت مفهوم ف  نمایم داده می 

ــتن شرط تناظری ا ــبه متریکی مفاهیم ترادفبرداش ــت. در فضــای ش ــی س های متقارب، ترادف کوش

–توانند. حال مفاهیموکامل بودن مشــابه فضــای متریکی تعریف شــده می 𝑄  تابع, τ –  تابع وω – 

 کنیم.فاصله را معرفی می

:𝑞تابع تعریف:  𝑋 × 𝑋 →  ℝ+  یک– 𝑄  اگر شرایط زیر را داشته باشد. شود تابع نامیده می 

𝑞(𝑥. 𝑧)  ≤ 𝑞(𝑥. 𝑦) + 𝑞(𝑦. 𝑧)    ∀   𝑥. 𝑦. 𝑧 ∈ 𝑋      (𝑄1) 

(𝑄2)   اگر𝑥 ∈ 𝑋  و{ 𝑦𝑛}𝑛∈.ℕ   ترادف در𝑋   باشـــد که در نقطه𝑦 ∈ 𝑋 باشـــد )نظر به  متقارب

ـــــریک مورد ــــــ ــــــ .𝑞(𝑥نظر( وشـــبه متـ 𝑦𝑛) ≤ 𝑀  برای بعضـــی𝑀 = 𝑀(𝑥) > گاه ، آن0

𝑞(𝑥. 𝑦) ≤ 𝑀. 

 (𝑄3)  برای هرε > δوجود داشته باشد  0 >  طوری که  0

𝑞(𝑥. 𝑦) ≤  𝛿و   𝑞(𝑥. 𝑧) ≤  𝛿 ⟹ 𝑑(𝑥. 𝑦) ≤  𝜀 

.𝑋)اگر تذکر:   𝑑)  ـــای متریکی و . 𝑄3)به ع وه از شرایط  𝑞یک فض 𝑄2 . 𝑄1) الذکر، در فوق

 شرط زیر نیز صدق کند.

(𝑄4)  بــــرای هـــــر ترادف{ 𝑥𝑛}𝑛∈.ℕ  در𝑋 که طــوریlim
n→∞

sup{ 𝑞(𝑥𝑛 . 𝑥𝑚): 𝑚 > 𝑛} = 0    

که اگر 𝑋در   𝑛∈ℕ{𝑦𝑛 }و ترادف  باشـــد طوری  ته  ـــ limوجود داش
n→∞

q(𝑥𝑛. 𝑦𝑛) = گاه   آن  0

lim
n→∞

d(𝑥𝑛. 𝑦𝑛) = –صورت آن در ، 0 𝑄 تابع راτ  – نامندتابع می. 

.𝑋) حال اگر 𝑑) عوض شرط) یک فضـــای متریکی و به(𝑄2 گزین یرا جا از شرایط بالا شرط زیر

 آن نماییم؛ 
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 ((𝑄5  برای هر𝑥 ∈ X   تابع𝑞(𝑥. . ): X → ℝ+  گاهیک تایع نیمه پیوسته پایینی باشد. آن– 𝑄  

 نامند.می  𝑋فاصله روی  – ωتابع را 

–لیما زیر بعضی خواص  𝑄  ا بیان می کند.ر  ابعت 

:𝑞اگر  .1لیما 𝑋 × 𝑋 →  ℝ+  یک – 𝑄  تابع رویX و{ 𝑥𝑛}𝑛∈.ℕ   و{ 𝑦𝑛}𝑛∈.ℕ   های ترادف

شند  +ℝدر  متقارب به صفرهای ترادف  𝑛∈.ℕ{𝛽𝑛 }و   𝑛∈.ℕ{𝛼𝑛 }باشند و فرض کنیم که  Xدر  با

.𝑥 برای گاه آن 𝑦. 𝑧 ∈ 𝑋یر برقرار است. شرایط ز 

(i)  اگرq(xn . y)  ≤ αn  وq(xn . z)  ≤ βn  برای هرn ∈ ℕ گــاه آنy = z در حــالــت .

.q(xخاص اگر    y) = .q(xو  0 z) = yگاه آن 0 = z . 

(ii)  اگــرq(xn . yn ) ≤ αn  وq(xn . y ) ≤ βn  ــرای تمــام nب ∈  ℕ گــاهآن{ yn}n∈.ℕ   

 است.  yبه  متقارب

(ii)  اگر𝑞(𝑥𝑛 . 𝑥𝑚 )  ≤ 𝛼𝑛  برای تمام. 𝑚 ∈ ℕ  ,𝑚 > 𝑛 ـــد آن یک   𝑛∈.ℕ{𝑥𝑛 }گاه باش

 ترادف کوشی است. 

(vi)  اگر𝑞(𝑥 . 𝑦𝑛)  ≤ 𝛼𝑛  برای هر𝑛 ∈ ℕ گاه باشد آن{ 𝑥𝑛}𝑛∈.ℕ   .یک ترادف کوشی است 

 (v) اگر𝑄. 𝑞1 . 𝑞2 . … … 𝑞𝑛 – وابع روی تX  گاهباشند آن 

(x. y). … … … . 𝑞𝑛(x. y)}  q(x. y)  = max{ 𝑞1(𝑥. 𝑦 ). 𝑞2 

–نیز یک  𝑄   تابع رویX (.۱) است 

پایینی می𝑓 تابع تعریف:  𝑥 متقارب به نقطه 𝑛∈ℕ{𝑥𝑛}نامند اگر برای هر ترادف را یکنوا  ∈ 𝑋 که 

f (𝑥(𝑛+1)) ≤ f(𝑥𝑛)  گاهآنباشد≤ f(𝑥𝑛)  f(x)  برای هر𝑛 ∈ ℕ  

:تـابع تعریف:  X → ℝ ∪ ـــتـه پـایینی می {∞} برای هر ترادف  گرنـامنـد ارا از بـالا نیمـه پیوس

{ 𝑥𝑛}𝑛∈.ℕ ⊆ 𝑋  طه به نق قارب  𝑥مت ∈ 𝑋  وf(𝑥(𝑛+1)) ≤ f(𝑥𝑛)  برای هر𝑛 ∈ ℕ  ته ـــ داش

f(x)باشیم  ≤ lim
n→∞

f(𝑥𝑛) (4.) 

ـــود که هر تابع یکنوا پایینی یک تابع از بالا نیمه ر به تعاریف فوق به وضـــوو دیده مینظتذکر:   ش

 از پایین محدود باشد برقرار است.f پیوسته پایینی است. اما برعکس آن فقط در حالت که 

 باشد.  𝑋روی  ≽یک فضای مرتب با مرتب سازی  Xفرض کنیم تعریف. 

(i)  روی  ≽سازی مرتبX  تیب روی تر  –را شبهX انتقالی باشد.  ونامند اگر رابطه انعکاسی می 
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(ii)  ترادف{ 𝑥𝑛}𝑛∈.ℕ    درX  نامند اگر ( می ≽را نزولی )نظر به𝑥𝑛+1  ≼ 𝑥𝑛  برای هر𝑛 ∈ ℕ. 

(iii)  روی  ≽ترتیب–شبه𝑋 سته پایینی می 𝑥 نامند اگر برای هررا ب ∈ 𝑋  قطعه 𝑆(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑥 ; 𝑦 ≼ 𝑥} 

⊇ 𝑛∈.ℕ{𝑥𝑛 }ته پایینی باشد یعنی اگر بس 𝑆(𝑥)  به  ومتقارب ≽ نزولی نظربه 𝑥̅ ∈ 𝑋متریک –نظر به شبه

𝑥̅ گاه باشد آن 𝑋روی  ∈ 𝑆(𝑥). 

باشـــد برای   𝑋روی  ≽( یک فضـــای شـــبه متریکی نظر به شـــبه ترتیب d, 𝑋فرض کنیم ) تعریف: 

𝑥هر ∈ 𝑋  ست𝑆(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑋 ; 𝑦 ≼ 𝑥}  نامند اگر هر ترادف کوشی نزولی کامل می ≽−را

 (. ۱) در آن متقارب باشد 𝑆(𝑥)در  ≽نظر به 

نامیم برای اثبات حال دو تعمیم اصل تغییراتی اکلندگونه را در ضمن قضایای زیر بدون اثبات بیان می

 ( مراجعه کنید.۱ها به )آن

.X)فرضا  : 1قضیه d) مل (یک فضای شبه متریکی )نه الزاما  کا, q: X × X →  ℝ+  یک𝑄 –  تابع

:𝑋  ,𝜑روی  (−∞ . +∞ ] → (0 . fیک تابع غیر نزولی و  ( ∞ ∶ X → ℝ ∪ یک   {∞+}

∋ 𝑥 ∀ )تابع خاص  X. 𝑑𝑜𝑚(𝑓)  ≠ f(𝑥)و  ∅  > و از پایین محدود باشد شبه ترتیب    (∞− 

 را ذریعه   Xروی  ≽

𝑦 ≼ 𝑥   iff     x = y   یا   q(x. 𝑦) ≤ 𝜑(𝑓(𝑥))(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)) 

𝑥̂کنیم.فرض کنیم که تعریف می ∈ 𝑋   شد طوری شته با inf𝑥 ∈Xکه  وجود دا    𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥̂) 

𝑆(𝑥̂ )و  = {𝑦 ∈ X: 𝑦 ≤ 𝑥}  ≼  - گاه امل باشد آنک𝑥̅ ∈ 𝑋 که:موجود است طوری 

(𝑎)     𝑞(𝑥̂. 𝑥̅)  ≤  𝜑(𝑓(𝑥̂) − 𝑓(𝑥̅)) 

 ∀   𝑥 ∈ 𝑋   . 𝑥 ≠  𝑥̅ (𝑏)     𝑞( 𝑥̅. 𝑥)  >  𝜑( 𝑓(𝑥̅)) ( 𝑓(𝑥̅) −  𝑓(𝑥)) 

           ی قضیه بالا است.ی زیر شکل سادهقضیه

ضیه . 𝑋)اگر . 2 ق 𝑑)   شبه متریکی کامل :qیک فضای  X × X →  ℝ+  یک𝑄 –  تابع روی𝑋   ,

𝜑: (−∞ . +∞ ] → (0 . fیــک تــابع غیر نزولی و  ( ∞ ∶ X → ℝ ∪ یــک تــابع  {∞+}

𝑥̂، از بالا نیمه پیوسـته پایینی از پایین محدود باشـد فرضـا  خاص ∈ 𝑋  وجود داشـته باشـد طوری که

inf𝑥 ∈X    𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥̂)  گاه آن𝑥̅ ∈ 𝑋 :موجود است طوری که 

(𝑎)   𝑞(𝑥̂. 𝑥̅)  ≤  𝜑(𝑓(𝑥̂) − 𝑓(𝑥̅))    

 (𝑏)   𝑞( 𝑥̅. 𝑥)  >  𝜑( 𝑓(𝑥̅)) ( 𝑓(𝑥̅) −  𝑓(𝑥))   ∀   𝑥 ∈ 𝑋   . 𝑥 ≠  𝑥̅  
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 هابعضی معادل
ضیه ستیحال ق ضیه-ی نقطه ثابت از نوع کاری صغریکارک، ق شکل تغییراتی اکلندگونه ی ا سازی و 

( 2ها بین خود و با قضـــیه )کنیم آنثابت می فضـــای شـــبه متریکی کامل بیان و تابع را در Q- برای

 . معادلند

.X) اگر. 3قضـــیه d) ـــ ـــای ش کاملیک فض :q به متریکی  X × X →  ℝ+  تابع روی  Xیک 

𝜑: (−∞ . +∞ ] → (0 . تابع غیر نزولی و.  ( ∞ f  یک  ∶ X → ℝ ∪ تابع  {∞+}  یک 

 ( 2های زیر باهم و با قضــیه )گاه بیانیهخاص، از بالا نیمه پیوســته پایینی و از پایین محدود باشــد آن

 (.۱) معادل است

(i )فرض کنیم   کرک(. –ی)قضـــیه نقطه  ثابت از نوع کاریســـتT ∶ 𝑋 → 2𝑋  یک تابع چندین

 قیمت باشد، اگر شرطی خالیقیمته

∀𝑦 ∈ T(x) : ≤ 𝜑(f(x))(f(x) −  f(y))                                                     (۱) 

ـــد، آن 𝑥̅دارد. یعنی وجود دارد  Xیک نقطه انوریانت در  Tگاه برقرار باش ∈ 𝑋 که طوری {𝑥̅} =

𝑇( 𝑥̅) اگر شرط 

∃ y ∈ T(x): 𝑞(𝑥. 𝑦) ≤  𝜑(f(x))(f(x) − f(y))                                      (۲)  

 

∋است. یعنی وجود دارد 𝑋دارای نقطه ثابت در  Tگاه برقرار باشد آن 𝑋  𝑥̅  طوری که 𝑥̅ ∈ 𝑇( 𝑥̅)   

(ii) ضیه منیمم شی()ق 𝑥̂. فرض کنیم که برای هر سازی تاکه ∈ 𝑋   با𝑖𝑛𝑓𝑧∈𝑋 𝑓(𝑧) < f(𝑥̂)  𝑥 ∈ 𝑋. 

 کهوجود دارد طوری

𝑥 ≠ 𝑥̂ .   𝑞(𝑥̂ . 𝑥) ≤ 𝜑(f(x))( f(𝑥̂) − f(x))                                            (۳) 

𝑥̅گاه آن ∈ 𝑋   کهطوری داردوجود دارد(𝑥̅) = infy∈X f(y)  f        

 (iii)(صل تغیی :F. فرض کنیم راتی اکلندگونه(شکل تعادل ا X × X → ℝ ∪ یک تابع با  {∞}

 شرایط زیر باشد.

 (𝐸1) برای هر        𝑥. 𝑦. 𝑧 ∈ 𝑋     𝐹(𝑥. 𝑧) ≤ 𝐹(𝑥. 𝑦) + 𝐹(𝑦. 𝑧) 
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(𝐸2)  برای هر نقطه ثابت𝑥 ∈ 𝑋 تابع  X → ℝ ∪ {+∞}  :𝐹(𝑥. . یک تابع خاص و از بالا  (

 پیوسته پایینی باشد. نیمه

(𝐸3) 𝑥̂ ∈ 𝑋  که وجود داشته باشد. طوریinf𝑥∈X    𝐹(𝑥̂ . 𝑥)  >  −∞   

𝑥̅گاه آن  ∈ 𝑋 که  وجود دارد طوری 

(aa)   𝜑(f(𝑥̂)) 𝐹(𝑥̂. 𝑥) +  𝑞(𝑥̂. 𝑥̅) ≤ 0 

(bb)  𝜑(f(𝑥̅)) 𝐹(𝑥̅. 𝑥) + 𝑞(𝑥̅. 𝑥) > 0     ∀  𝑥 ∈ 𝑋 . 𝑥 ≠ 𝑥 

⇒ قضیه (۲))اثبات:  (𝑖)) نظر به جزb ) (  (۲)قضیه 𝑥̅ ∈ 𝑋 که  وجود دارد طوری 

𝑞(𝑥̅. 𝑥) >  𝜑(f(𝑥̅)) (f(𝑥̅) − f(x))       ∀  𝑥 ∈ 𝑋 . 𝑥 ≠ 𝑥̅                           (4) 

{𝑥̅}کنیم که حکم می = 𝑇(𝑥̅)   (  مشابها𝑥̅  ∈ 𝑇(𝑥̅)  .) 

X 𝑦⊇چون تمام  ∈ 𝑇(𝑥̅)  طوری هستند که𝑦 ≠ 𝑥̅ ( ( داریم          4( و )2ابها  نظر به )مش( )1پس نظر به 

 𝑞(x̅. 𝑦)  > 𝜑(f(𝑥̅)) (f (𝑥̅) −  f (y))  و𝑞(𝑥̅. 𝑦) ≤  𝜑(f(𝑥̅)) (f (𝑥̅) −  f (y))  

 که یک تناقض است.

: (i) ⇒ (ii)  تابع چندین قیمتهT ∶  X → 2X   کنیمرا طور زیر تعریف می 

T(x)  = {y ∈  X ∶ q(x. y)  ≤  φ( f (x))( f (x) −  f (y))} ∀ x ∈  X 

تابع در ) x̅صـــدق کرده و نظربه  (1این  ∈  X  (i) . که T(x̅)وجود دارد طوری  = {x ̅}  به نظر 

ـرض برای تمام  ـ ـ ـ ـ 𝑥̂ف ∈  X  ـود دارد xوجـ ∈  X  طوری که𝑥 ≠ 𝑥̂ اء  بن و 𝑇(𝑥̂) ∖ {𝑥̂} ≠ ∅ 

𝑓(𝑥̂) inf𝑧∈𝑋که زمانی 𝑓(𝑧)  :بنابرین داریم  >

 f (x̅) = inf𝑥∈𝑋 𝑓(𝑥) 

: (ii) ⇒ (iii) ع ـــابـــت 𝑓 ∶ 𝑋 →  𝑅 ∪ 𝑓 (𝑥)عهـــرا ذری{∞+} = 𝐹(𝑥̂. 𝑥)    مام ـــرای تـــب

x ∈  X ه ـــکالیـــنیم در حـــکریف میـــتع𝑥̂ رط  ـــدر ش𝐸3 رطـــر به شـــس نظـــند پـــکدق میـــص       

. 𝐸3  inf𝑥∈𝑋 𝑓(𝑥) > ـــ از 𝑓 بنابرین تابع  و  ∞− ت و با در نظر داشـــت شرط پایین محدود اس

 𝑓  𝐸2 پایین محدود است. پیوسته پایینی و ازاز بالا نیمه تابع خاص و 

∋ xبرقرار نباشد پس برای تمام  (bb)حالا فرض کنیم که   X  وجود داردy ∈  X طوری که 

𝑦 ≠  𝑥  .  𝜑( 𝑓 (𝑥)) 𝐹(𝑥. 𝑦) + 𝑞(𝑥. 𝑦)  ≤ 0.                              (5)  
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 داریم : 𝐸1 نظر به 

𝐹(𝑥̂. 𝑦) − 𝐹(𝑥̂. 𝑥)  ≤  𝐹(𝑥. 𝑦)  

 داریم: (5)نظرداشت  پس با در

φ(f (x))F(𝑥. y) − F(𝑥. x) + q(x. y) ≤ φ( f (x)) F(x. y) + q(x. y)  ≤ 0.  (۶)  

∋ x  یعنی برای هر  X  وجود داردy ∈  X کهطوری 

  y ≠  x  and   φ( f (x))( f (y) −  f (x)) + q(x. y)  ≤ 0 

 ویا

y ≠  x   and q(x. y)  ≤  φ( f (x))( f (x) −  f (y)) 

x̅ (ii)پس نظر به  ∈  X  وجود دارد طوری که برای تمامz ∈  X   f (x̅) ≤  f (z)  ,  با تعویض𝑥 

 آوریم:بدست می  (۶)در  x̅به 

∃ y ∈  X ∶  y ≠  x̅   and   φ( f (x̅))F(𝑥̂. y) − F(𝑥̂, x̅) + q(x̅. y)  ≤ 0. 

 یعنی 

  ( f (x̅))( f (y) −  f (x̅)) + q(x̅. y)  ≤ 0 

 یا و

 q(x̅. y) ≤  φ( f (x̅))( f (x̅) −  f (y))                                                      (7)      

≠ yچون   x جز  1 از لیما(i)  نه .q(x̅می توان گفت که،  y)  = نه  0 .q(x̅و  x̅)  = لذا  0 و 

q(x̅. y) > 0. 

 آوریم:میبدست (7) از 

0 <  𝜑( 𝑓 (x̅))( 𝑓 (x̅) −  𝑓 (𝑦))  ⇒  𝑓 (𝑦)  <  𝑓 (x̅)  

 که یک تناقض است.

: ( (iii) ⇒ 𝑓تابع   (قضیه (۲) ∶  𝑋 × 𝑋 →  𝑅 ∪ .𝐹(𝑥صـــورت را به {∞+} 𝑦) = 𝑓 (𝑦) −  𝑓 (𝑥) 

.𝑥برای تمام  𝑦 ∈  𝑋  با𝑥̂ ∈  dom(f)  یات تعریف می به فرضـــ تمام شرایط  𝐹کنیم. پس نظر 

(iii) ــرا ص ــک دق میـ ــند. بناء ، نظـ x̅   ر بهـ ∈  X , (iii) ــط ــوری وجـ ــد دارد کو ـ     (b)و  (a)ه ـ

 برقرار باشد. (۲)یه ـقض
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ضیه (iii) جزء در حالت خاص در φ( f (x)): اگر (۳) ق =
1

𝜀
xبرای تمام   ∈  X و هرε > در  0

 (:۱) نظر بگیریم نتیجه ذیل حاصل می شود

 

 . )ل تغییراتی اکلندگونهنسخه تعادل از اص(نتیجه 

.X)فرض کنیم  d) به متریکی کامل و ـــ ـــای ش :𝑞یک فض 𝑋 × 𝑋 → ℝ+  یک−𝑄  تابع روی

 𝑋 کنیم وباشد، فرض می𝐹: 𝑋 × 𝑋 → ℝ   .یک تابع باشد که در شرایط زیر صدق کند 

(𝐸1) 𝐹(𝑥. 𝑧) ≤  𝐹(𝑥. 𝑦) + 𝐹(𝑦. 𝑧)       ∀𝑥. 𝑦. 𝑧 ∈  𝑋. ; 

  (𝐸2) ه ثابت برای هرنقط𝑥 ∈  𝑋   تابع𝐹(𝑥. . ): 𝑋 → ℝ   ـــته پایینی و از پایین از بالا نیمه پیوس

εمحدود باشد دراین صورت برای هر  > 𝑥̂هر  و 0 ∈ X    وجود داردx̅ ∈  X که  طوری 

(𝑎𝑎)   𝐹(𝑥̂. x̅) + 𝜀𝑞(𝑥̂. x̅) ≤ 0 

(𝑏𝑏)   𝐹(x̅. 𝑥) + 𝜀𝑞(x̅. 𝑥) >  0    ∀ 𝑥 ∈  𝑋.  𝑥 ≠ x̅. 

 

 یریگنتیجه
ی پایینی و از پایین محدود را در مجاورت پیوســتهتوســط اصــل تغییراتی اکلند اصــغری یک تابع نیمه

سازی کرک، قضیه اصغری -ی نقطه ثابت کاریستیتوانیم این اصل با قضیهزده میی تقریبیک نقطه

شهور دیگر در فضای متریکی معادل می تاکهشی و ضایای م شد.بعضی ق ضا با شبه چون مفهوم ف ی 

–متریکی تعمیم از فضای متریکی و مفهوم  𝑄  تابع روی فضای شبه متریکی تعمیم از−𝜏 تابع و 𝜔-  

–گونه که ابتدا در قالب فضای شبه متریکی با یک فاصله است بناء ، اصل تغییراتی اکلند 𝑄  تابع بدون

شب فرض نیمه پیوستگی پایینی برای تابع مورد نظر و بعدا  در –ه متریکی کامل با یک قالب فضای  𝑄 

های قضایای ی آن اصل در فضای شبه متریکی بوده اما بازهم با تعمیم یافتهدهندهتابع بیان شد، تعمیم

 اش، معادل می باشد. معادل
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