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 یلی ـرانسـادلات دیفـل معـلاس در حـديل لاپـکاربرد تب

 21ادله مریدـپوهندوی ع

 هیقداد فیروزکو ـدهنده: پوهاند خالتقریظ

 چکیده

ـــیل که همهای که مییکی از روش ـــته از معادلات دیفرانس ـــتند، جواب راه با شرایط اولیهتوان برای یک دس های را هس

ستفاده از روش تبدیلات لاپلاس میبا  دست آوردبه شامل توابع وسیلۀ این روش میبهباشد. ا توان بعضی از معادلاتی که 

بودن، شرط جا قبل از بیان این روش به معرفی تبدیل لاپلاس، خاصــیت خطیدر اینغیر متمادی هســتند را نیم حل نمود. 

بدیل معکوس لاپلاس و لازمی و بدیل لاپلاس، ت ب کافی موجودیت ت بدیل معکوس لاپلاس  حیث اپراتورخطی، حل هت

گیرد که در ها با استفاده از روش لاپلاس صورت میگرالیی بعضی از انتچنان محاسبههم پردازیم.می معادلات دیفرانسیل

ـــیل به یک معادله الجبری تبدیل و پس از حل آن و گرفتن تبدیل معکوس حل معادله به ـــت اثر آن، معادلۀ دیفرانس دس

 نامند.گرالی را تبدیل لاپلاس نیم مینتیتبدیل ا آید.می

 گرالی؛ معادلات دیفرانسیل؛ شرایط اولیه؛ اوپراتورخطییاصطلاحات کلیدی: تبدیل لاپلاس؛ انت

 

Application of Laplace Transform in Solving Differential Equations  

Asstt. Prof. Adela murid 

Abstract 

One of the methods that can be used for solving differential equations with initial 

conditions is Laplace transform method. This method can also solve some differential 

equations involving non-continuous functions. Here, before discussing the method, we 

introduce the Laplace transform, the property of linearity, the existence of the necessary 

and sufficient condition, inverse Laplace transform, inverse Laplace transform as linear 

operator, solving differential equations. Also, some of the integrals are computed using 

the Laplace method which converts the differential equation into an algebraic equation 

and after solving it and getting the inverse Laplace transform, the equation is solved. 

Integral transforms are also called Laplace transforms. 

Keywords: Laplace transform; Integral; Differential Equations; Initial conditions; linear 

operator.  
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 مقدمه

)ترانسفورم  دهد و تبديل لاپلاسمبحث مهم آناليم فونكسيونال را تشكيل می خطی ینظريۀ اوپراتورها

توان حل خصـــوصـــی باشـــد كه با اســـتفاده از آن میخطی می یی از اوپراتورهالاپلاس( يك نمونه

بر يك معادله آورد. تطبيق ترانســفورم لاپلاس  دســتبهگرالی را یبســیاری معادلات ديفرانســيل و انت

سيل، آن شت  نظرنمايد و بعد از حل  با در جاع می)معادله كمكی( ار  را به يك معادله الجبریديفران دا

 آيد.دست میتبديل معكوس، حل معادله ديفرانسيل به

بسيار  موارد با  مپينگ در )تبديل(، تابع و گر(، ترانسفورم، ترانسفارميشن)عمل اصطلاحات اوپراتور

ـــفورم لاپلاس میطور اغلب اوپراتورلاپلاس و يعادل اند. تبديل لاپلاس را بهديگر مهم گويند. ا ترانس

صطلاحات هربه شتر به «تبديل» حال ما ا سفورم را بي  بريم. در اين مقاله تبديل لاپلاس وكار میيا تران

 گردد.استفاده از آن در حل معادلات ديفرانسيل  مطرح می

 پیشینۀ موضوع

سفورم لاپلاس یک نمونهتبدیل  باشدکه از آن برای دریافت ی از اوپراتورهای خطی میلاپلاس یا تران

آید. در عمل میها استفاده بهگرالیمحاسبۀ بعضی از انت حل خصوصی معادلات دیفرانسیل معمولی و

 [۲] گرددتبدیل لاپلاس طور ذیل معرفی میجا این

)در انتروال متناهی يا نامتناهی تعريف شـــده باشـــد، برای تابع معو fاگر تابع , )K s tو متحولs 

)اوپراتور انتگرالی )f t  را با علامت[ ( )]T f t گردد:دهيم و قرار ذيل تعريف مینشان می 

 [ ( )] ( , ) ( ) , , ( , ) 1
b

a
T f t K s t f t dt a b    

)كه در آن , )K s t را هسته اوپراتورT ناميم. می 

)الی فوقانتیگر هرگــاه در اوپراتور  , ) stK s t e  0]برای , )  ـــود، در اين در نظر گرفتــه ش

]باگرالی را یصـــورت اوپراتور انت ( )]L f t يا[ ]L f ـــان می ـــفورم(  را تبديلدهيم و آننش )ترانس

)لاپلاس )f t گويند.  پسمی 

 
0 0

[ ( )] ( ) lim ( ) 2
bst st

b
L f t e f t dt e f t dt

  


   

ـــت كه  ]واضـــح اس ( )] ( )L f t F s يك تابع از متحول حقیقیs ـــد. ناحیه تعریفمی  Fباش

عبارت ديگر ليمیت مربوط  گرال داده شــده متقارب باشــد بهیانت هاآنهای اســت که برای  sمجموع 

 در آن موجود گردد. 
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 طرح موضوع

اگر [ ( )]L f t F sصورتآن ، در   [ ( )] 1L f t F s   

 هرگاه برعكس 1 ( ) ( )L F s f t   ،پس 1 ( )L F s f t      
 

 به تعریف تبدیل لاپلاس و با تعويض متحول، داریم: نظر

 

0

0

[ ( )] ( )

1 1
( ) 3

s t

s
u

u t
L f t e f t dt

du dt

s
e f u d u F


 



  




 

 
   

 

 
   

 





 

ت آورد، ـدسدیل لاپلاس بهـریف تبـتفاده از تعـتوان با اسولی را میـی توابع معمـديل لاپلاس بعضـتب

تفاده ـــادلات ديفرانسيل از آن اســـل و حل معیاـــيل مســـده اند كه در تحلـــشدول ذيل مرتب ـــدر ج

 آيد. ل میـعمبه

 [.3] تبديل لاپلاس بعضی توابع كاربردی  :1 جدول

( )D F ( )F s ( )f t ( )D F ( )F s ( )f t 
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a
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 atsin 

s a 
22 as

s


 atcosh 

 

s a 22 as

a


 sin h at 

 

s a 

 

(1 )( )s  

 

( )f t 

 

s a 

 

1 ( )s a 
ate 

 

  تبديل لاپلاس به حيث اوپرتورخطی

 است، يعنی:تبديل لاپلاس، يك اوپراتور خطی 

1 2 1 2
[ ] [ ] [ ] , [ ] [ ]L f f L f L f L c f cL f    

 باشد:رابطه ذيل میخطی بودن تبديل لاپلاس معادل به

1 1 2 2 1 1 2 2
[ ] [ ] [ ]L c f c f c L f c L f   

ـــت، اين تبديل را برای مجموع چند تابع با در  ـــت اين كه تبديل لاپلاس يك اوپراتورخطی اس نظرداش

 توان محاسبه نمود.می
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 موجوديت تبديل لاپلاس

گردد كه كدام نوع الی مطرح میؤ لاپلاس  برا  بعضــی توابع معمولی ســاده اســت. ســ دریافت تبديل 

ال دشــوار اســت و ما يك دســته توابع را ؤ باشــند؟ جواب قطعی اين ســتوابع، دارای تبديل لاپلاس می

ــ هاآننماييم كه تبديل لاپلاس مشــخص می ــتلمم ـــــتند. طبـــــقابل ارائه هس عا  وجود اين تبديل مس

ــكنج ــتگرال غيكاوی انـ ــباشد. يعنی تحمی ر عاد  مربوط اوپراتورـ ــت چه شـ ــگیرايطی اين انتـ رال ـ

 [۱تواند؟ ]وجود داشته می

 
0

[ ( )] ( ) 4stL f t e f t dt
   

ود ـــوج Mو هایتـــاگر ثاب ود.ـــشیته مـــازمرتبه نمایی گف fتابع .یمائــب نــوابع با مراتــت

 وری که:ـند طـته باشـداش

  , 0tf t M e t  

كند، رشد نهایت تقرب مببه بی  tیعنی وقتی که tf ک ندتر از مضربی یک تابع نمائی است. هر 

 باشد.یم ینمايتابع محدود و هر تابع پولينوميل از مرتبه 

طور مثالبه  710 cos5tf t e t  :از مرتبه نمائي است، زيرا 

   7 7 710 cos5 10 cos5 10 5t t tf t e t e t e   

,0]انتروال  در tf)(هرگاه شرایط کافی وجود تبديل لاپلاس.  )ای متمادی و از مرتبه ، زینه

 نمایی باشد. یعنی: 

  , 0tf t M e t  

]صــورت آن در ]L f برایs  .جا بیان گرديد، کافی بوده و این شرایطی که در موجود اســت

مثال تابع  طورلازمب نیســـتند. به  1 2f t t   شرایط اخير را ندارد زیرا  


tf
t 0
lim  اما

]داد که توان نشانمی ]L f :قرار ذيل وجود دارد 

     

1 2 1 2 1 2 1 2

0 0 0

1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2

0 0

[ ] lim lim ( )

( ) 1 2 1 1 2

N Nst st u

N N

u u

L t e t dt e t d t e u s d u s

e u s s du s u e du s s s

      

 

       

  

      

  

 
 

دراین جا از 1 2   .استفاده شده است 
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فرض کنیم  شرط لازمی وجود تبديل لاپلاس. tf 0]انتروال در, )  از مرتبه  متمادی و ایینهمز

نمایی باشد، برا  [ ( )]L f t F s  :داريم 

    lim [ ( )] lim 0 6
s s

L f t F s
 

   

وجود ندارد كه اوپراتور لاپلاس آن عبارت از تابع یهيچ تابع طور مثال 
2

2 1

s
F s

s



ـــد.    باش

زيرا:  01lim 


sF
S

 تابع مطلوب منتفی است. و مطابق شرط لازمی وجود يك

 باشد، یعنی:    Fمساوی به موجود و fفرض کنید تبدیل لاپلاس .تبديل معكوس لاپلاس

   [ ( )] 7L f t F s 

 نویسیم:و می نامیممی Fرا تبدیل معکوس fدراین صورت

1( ) [ ( )]f t L F s 

 به عبارت ديگر:

     1[ ] ( ) [ ]L F s f t L f t F s    

رابطه اخير تابع توجه کنید که در Fست زیرا ست. اما اگر در Lیکتا ا )واقع یک تابع ا )F s تابع

مفروض و tfهتابعی باشد ک[ ( )] ( )L f t F sصورت لموما  نآ  ، در( )f t .یکتا نیست 

ـــت که   ,0]ای در انتروال توابع متمادی زمینهgوfاگرقابل یادآوری اس ) ـــند، طوری که باش

]ها موجود ولاپلاس آنتبدیل  ( )] [ ( )]L f t L g tصـــورت در هر نقطه، در آنt کهfوg 

پیوسته باشند   tgtf  شود که اگرازین نتیجه می tf  1متمادی بوده( ) [ ( )]f t L F s 

پس  tf [۴] یکتاست 

 

 ل معکوس لاپلاس بحیث اپراتورخطیتبدی

ـــت ، يعنب برا  توابع    تبديل معكوس لاپلاس يك اوپراتور خطب اس
1

Fو
2

F ها   از ناحيه قيمت

1L  و تمام اعداد ثابت
1

c و
2

c:داريم 

 1 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2
[ ] [ ] [ ] 8L c F c F c L F c L F     
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 ثبوت

با درنظرداشـــت اين كه
1

1 1 1 1
[ ] [ ]L f F f L F   ،

1

2 2 2 2
[ ] [ ]L f F f L F   

                         توانيم بنويسيم: مبLو خطب بودن اوپراتور

 

   

1 1

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

c L f c L f L c f c f L c L f c L f L L c f c f

L c F c F c f c f L c F c F c L F c L F

 

   

      

        
 

 

 تابع تبدیل لاپلاس مشتق

0]در انتروالfفرض کنید , ) ، از مرتبه نمايی بوده f t 0]رد , )  شته متمادی وجود دا

 باشد.  تبدیل لاپلاس آن عبارت است از: قطعه ای

 [ ] [ ] 0 .L f sL f f   

 ثبوت

 :باشد، لذا تبديل لاپلاس آن وجود دارد و داریمپذير میاز مرتبه نمايی و مشتق fچون

0 00
[ ] ( ) ( ) ( ) [ ( )] (0)st st stL f e f t dt e f t s e f t dt sL f t f

              

 

 تبدیل لاپلاس مشتقات مرا تب عالی

ـــتقات مراتب بالاترنیم میقاعده قبل را برای  fکار برد. اگرتوان بهمش  وf  شرایط قضـــیه قبل  در

 صدق کنند داریم:

         2[ ] [ ] 0 [ ] 0 0 [ ] 0 0L f sL f f s sL f f f s L f sf f              

 ،بنابراين

     2[ ] [ ] 0 0 9L f s L f f f    

 :كه با ادامه متواتر روش می يابيم

     

     

1 2

( 2) ( 1)

[ ] [ ] 0 0

0 0 10

n n n n

n n

L f s L f s f s f

sf f

 

 

  

  L
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 حل معادلات ديفرانسيل ل لاپلاس دركاربرد تبدی

باشد. اين روش مناسبی برای حل  بعضی معادلات ديفرانسيل با شرايط اوليه می ۀتبدیل لاپلاس وسیل 

 گردد:طی مراحل ذيل به اختصار ارائه می

ن كنيم، كه از آ تبديل لاپلاس اطراف معادله ديفرانسيل را گرفته شرايط اوليه را در آن تعويض مب :اول

 آيد.دست مبيك معادله الجبری )معادله مشخصه( به

)معادله مشخصه را برای :دوم )Y s تبديل لاپلاس تابع مطلوب(( )y tنمائيم.( حل می 

)نهايی، دريافت كرده از آن حل  ۀمعكوس تبديل لاپلاس را از رابط :سوم )y t[۵] آيددست میبه 

به جه  یلبا تو بد یه لاپلاس ت (0)و شرایط اول 1 , (0) 2y y يلمی ـــ له ديفرانس عاد توان م

6 0y y y    صورت زیرحل نمود:را به 

 تبديل اطراف معادله را دريافت می نماييمابتدا  :حل

[ 6 ] 0 [ ] [ ] 6 [ ] 0L y y y L y L y L y          

 جا   از اين

2[ ( ) (0) (0)] [ ( ) (0)] 6 ( ) 0s Y s sy y sY s y Y s      

 با تعويض مفاهيم رابطه اخير مب یابيم كه 

2 2[ ( ) 2] [ ( ) 1] 6 ( ) 0 ( 6) ( ) 1s Y s s sY s Y s s s Y s s           

 با حل معادله مشخصه داريم:

2

1 1 4 1
( )

6 ( 3)( 2) 5( 3) 5( 2)

s s
Y s

s s s s s s

 
   

     
 

 يعنی

4 1
( )

5( 3) 5( 2)
Y s

s s
 

 
 

 [.۷كنيم ]تبديل معكوس لاپلاس اين رابطه را تطبيق می غرض تعيو حل مطلوب،

1 1 1 1

( )

1 1 3 2

4 1 4 1
[ ( )]

5( 3) 5( 2) 5( 3) 5( 2)

4 1 1 1 4 1

5 3 5 2 5 5

y t

t t

L Y s L L L
s s s s

L L e e
s s

   

  

     
        

        

   
          

14 2 43
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 در نتيجه حل معادله عبارت است از:

3 24 1
( )

5 5

t ty t e e   

 مشتق  و انتگرال تبديل لاپلاس

)اگر  )f t تابعی دارای تبديل لاپلاس باشد، در آن صورت 

[ ( )] ( 1) [ ( )]
n

n n

n

d
L t f t L f t

ds
  

 ثبوت

)ام  تبديل لاپلاس تابعnمشتق  )f t .را دريافت مب كنيم 

0 0

0

[ ( )] ( ) ( )

( 1) ( ) ( 1) [ ( )]

n n n

ts ts

n n n

n ts n n n

d d d
L f t e f t d t e f t d t

ds ds ds

e t f t d t L t f t

 
 




 
   

 

   

 



 

 آيد كه:دست میجا بهاز اين

[ ( )] ( 1) [ ( )]
n

n n

n

d
L t f t L f t

ds
   

 نتيجه

2 2

2 2 2 2 2 2 1

2 !
. [ sin( )] , . [ cos( )] , . [ ]

( ) ( ) ( )

n t

n

s s n
I L t t II L t t III L t e

s s s

 
 

   


  

  
 

 ثبوت

2 2 2 2 2

2
. [ sin( )] ( 1) [sin( )] ( 1) ,

( )

d d s
I L t t L t

ds ds s s

 
 

 

 
     

  
 

2 2

2 2 2 2 2
. [ cos( )] ( 1) [cos( )] ( 1) ,

( )

d d s s
II L t t L t

ds ds s s


 

 

 
     

  
 

1

1 !
. [ ] ( 1) [ ] ( 1)

( )

n n
n t n t n

n n n

d d n
III L t e L e

sds ds s

 

  

 
      

  
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]هرگاه انتگرال تبديل لاپلاس. ( )] ( )L f t F s و
0

( )
lim
t

f t

t

 
 
 

ـــد، پس  ـــته باش  وجود داش

)تبديل لاپلاس تابع )f t

t
 عبارت است از: 

( )
( ) .

s

f t
L F u d u

t

 
 

 
 

 توان نوشت. یداشت مشتق تبديل لاپلاس م نظربا در  ثبوت:

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

s

s

f t d f t d f t
F s L f t L t L L F s

t ds t ds t

f t
L F u d u F u d u

t





     
           

     

 
     

 
 

 

 دهیم كه:گرال تبدیل لاپلاس نشان مییحال با توجه به انت

20 1 2

du

u




 

 های اساسی داریم:گرالیبا استفاده از انت  :حل

2 20 00

0

1 1
lim lim arctan( ) arctan(0)

1 1 2 2 2s ss
du du s

u u

   

 

 
          

  14 2 43
 

0sگرال تبديل لاپلاس در حالتیهرگاه انت :نتیجه


                                                                                                          :متقارب باشند، پس ،                                                                                                                         

 
0 0

( )
f t

F s ds
t

 

  

مطابق تعريف تبديل لاپلاس برا  ثبوت:
( )f t

t
 .[۶توان نوشت ]مب 

0 0

0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( )

( )
lim lim ( )

( ) ( )
( ) ( )

st

s s s

st

s s
s s

f t f t
L F u d u e d t F u d u

t t

f t
e d t F u d u

t

f t f t
d t F u d u d t F s d s

t t

  


 


 

   

 
   

 

   
    

   

    

  

 

   
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 ها با كاربرد تبديل لاپلاسگرالیمحاسبه بعضی انت  

ضی انت   سبهیهای غيرعادی را مگرالیبع سفارم لاپلاس و خواص آن محا در  نمود. توان با كاربرد تران
 آيد. یعمل مخاصيت مهم ترانسفورم متذكره استفاده به یک جا ازاين

]با درنظر داشت ( )] ( )L f t F s :و تعريف ترانسفورم لاپلاس داريم 

( ) ( )st

s
e f t dt F s

   

0sاگر    :در آن صورت 

0
( ) (0)f t dt F


 

ـــتفاده قرار میگرالیانت اين رابطه در بدیل لاپلاس در این گيرد.گيری مورد اس ـــت ت با درنظر داش جا 

هایگرالیانت
0

cos( )stt e t dt
 

  و
3

0

t te e
dt

t

 
 

 كنيم.را محاسبه می 

 .[۸دساتير داريم ]با توجه به :حل
2

2 20

1
cos( ) [ cos( )] [cos( )]

( 1)

st d s
t e t dt L t t L t

ds s


 

   


 

 توان نوشت:گرال تبدیل لاپلاس( مییهمو قسم با درنظر داشت )انتهب

 
 

3 3
ln

1

t t

s

f t e e s
L F u du L

t t s

       
      

   
 

 :جا داريم كهاز اين
3 3

0 0

3 3
ln lim lim ln

2 1

t t t t

s ss s

e e s e e s
dt dt

t s t s

   
 

 

       
      

     
  

 گیریم:با توجه به لیمت فوق چنین نتیجه می، بنابراين
3

0
ln3

t te e
dt

t

 
 

  

گرالیانت  توانچنین میهم
0

sin t
d t

t



تبدیل لاپلاس محاسبه كرد.کاربردن را با به 

ــــت نظربــا در  :حــل داش
0 0

( )
( )

f t
d t F s d s

t

 

  و
2

1
[sin ] ( )

1
L t F s

s
 



 توان نوشت كهمی

( ) [sin ]

2
0 0 0

sin
( )

1 2

F s L tt d s
d t F s d s

t s

  

   
   
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 گیریهـنتیج

 رود.شمار میای از اوپراتورها  بهتبديل لاپلاس یک نمونه -

 اوپراتور خطی عمل کند. یعنی:حیث تواند به)ترانسفورم(  لاپلاس می تبديل -
o 

1 1 2 2 1 1 2 2
[ ] [ ] [ ]L c f c f c L f c L f   

اگر - F sتبدیل لاپلاس f tـــباشد دراین ص ورت تابع ـ f tرا تبدیل معکوس F s

 نامند.می
 یعنی: باشد.بودن را دارا می معکوس تبدیل لاپلاس خاصیت خطی -

o 
1 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2
[ ] [ ] [ ]L c F c F c L F c L F     

 توان با استفاده از تبدیل لاپلاس حل نمود.معادلات دیفرانسیل را می -
 کمک تبدیل لاپلاس انجام داد.توان بهها را میگرالیمحاسبه بعضی از انت -
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